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Aus den lialbempirischen Verfahren von MOFKIT 1 und BINGEL3 wird als Verbesserung und Erwei-
terung die Methode der Atomassoziationen entwickelt und an einigen Beispielen erläutert. 

Alle Fragen der Quantenchemie lassen sich letzten 
Endes in ihrer mathematischen Fassung auf die Lö-
sung der ScHRÖDiNGER-Gleichung (1 ) zurückführen \ 
Diese lautet allgemein 

= (</'*, 7 0 = 1 . (1 ) 

wobei in atomaren Einheiten (at. E.) 
n n n X N 7 H = YHi+ V v i _ + v 2 ZiZ" (la) 

i- 1 /=1 k = i+l /t = i ; . = /t + l ).u 

-v z 

und Hi = - * A{- ^ ^ ( l b ) 

ist, wenn n Elektronen [i, k = 1, 2 , . . . , n) und N 
Zentren (X, // = 1, 2 , . . . , N) der Ladung Z;. vorlie-
gen. Je nachdem ob der Ausdruck 

N 
^ Z i ^ n (2 ) 
;.=i 

größer, kleiner oder gleich n ist, liegt ein positiv, 
oder negativ geladenes, oder neutrales System von 
n Elektronen im CouLOMB-Felcl der N Atomkerne 
vor. Inwieweit ein solches System stabil ist. läßt sich 
dann an seiner Gesamtenergie diskutieren, die sich 
quantenmechanisch zu 

£ = ( < / ' V H ' / ' ) (3 ) 

ergibt, wobei * xl' dr die Wahrscheinlichkeit dar-
stellt, am Orte d t j das Elektron 1, am Orte dr2 das 
Elektron 2 usw. zu finden. Die Gesamtdichtevertei-
lung erhält man nach (4 ) : 

n 
Q = Y c / ' * . V ) ( 4 ) 

i = 1 
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(</'*, ' / ' ) , = / *P* xl' d r « ( 5 ) 

mit dr1" = dr, dr.> dr,- , dr,- + t . . . dr ; / . 

Den Eigenwerten t/{ (k = 1, 2, . . . ) von (1 ) entspre-
chen die Eigenfunktionen lI\., die normiert und 
orthogonal sind, und aus denen sich nach (4 ) die zu 
jedem Zustand £/, gehörigen Dichteverteilungen der 
n Elektronen, um die Zentren bestimmen lassen. 
{V k ist neben den 3 n Koordinaten der Elektronen, 
auch, wie , von der räumlichen Anordnung der 
Kerne abhängig, und es lassen sich aus lIf k und £/,. 
alle physikalischen Eigenschaften und chemischen 
Verhaltensweisen des Systems herleiten. 

Wegen der Kompliziertheit von (1 ) sind im all-
gemeinen die exakten Lösungen lF k sowie deren 
Eigenwerte nicht bekannt. In der Praxis rechnet man 

daher mit Näherungslösungen »/'/. ? die ebenfalls 
orthonormiert sind 

(Vi*. Wk) ( 6 ) 

und 6 nach (3 ) zum Minimum machen 4 ( allgemei-
nes RiTZsches Verfahren) . Die so erhaltenen Werte 

£ ^ , . . . , (7) 

sind obere Grenzen für die wirklichen Eigenwerte 

£h. £ £/, (Ä- = 1 , 2 , . . . ) , ( 8 ) 

wobei '/'/.• ~'/ ' / .• • (8 a) 

Neben der Wahl von »/'/,- treten als weitere Pro-
bleme die in (3 ) auszuführenden Integrationen auf. 
die in den meisten Fällen sehr umfangreich und 
schwierig sind 
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Physiker. Springer-Verlag. Berlin 1953. 
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Um das PAULi-Prinzip zu befriedigen, das von 'Z7/. 

(bzw. »/'/>) nach Einführung der Spinkoordinaten. 
Antisymmetrie in den Koordinaten aller Elektronen 
verlangt. 

Tij 0 = - ' / ' ( 9 ) 

(Tj j = Transposit ionsoperator, der die Koordinaten 
des /-ten und y-ten Elektrons vertauscht), wird im 
allgemeinen so vorgegangen, daß die Gesamtwellen-

funktion , die für A > 1 immer eine Gesamtmole-
kiilfunktion ist, mit Hilfe von Funktionselementen 
<I>S (5 = 1 , 2 , . . . , M) aufgebaut wird, die im Rah-
men der am häufigsten anzutreffenden Einteilchen-
näherung, Einelektronenfunktionen 0 S (i) (z = 1. 

2. . . . ,n) einer Determinantendarstellung von y> 
sind, 

y> = det { 0 , ( i ) } ( 1 0 ) 

oder allgemeiner auch 
Q 

'/'= 2 CK det { 0 / ( 0 } ; >/'/v- = d e t { 0 / ( O } , ( 1 1 ) 
ä = l 

wenn der Satz der 0 -Funkt ionen zur Ä!-ten Deter-
minante mit 0 ^ bezeichnet wird. Die Berücksichti-
gung des Spins wird durch die Spinfunktion o , 
wenn die Wechselwirkungen zwischen Bahn und Spin 
sehr klein sind, was in fast allen Fällen zutrifft, 
in der Form 

0 , = <k r> (12 ) 

berücksichtigt, wobei unter 0 S der ortsabhängige 
Teil von 0<s zu verstehen ist. a kann, entsprechend 
den zwei möglichen Einstellungen des Spins, die 
beiden Werte et und ß haben. 

< J > s = \ 0 S a ' ( 12 a) 

Ist die Basis der 0, s nach ( 1 1 ) vollständig, so 
läßt sich für M—v oo , und daher auch Q —> ->o , die 
Gesamtwellenfunktion beliebig genau darstellen. 

v = 2 CK det { 0 / ( 0 } . ( I I a ) 
ä = I 

Ein solches Vorgehen wird als Methode der Kon-
figurationenwechselwirkung bezeichnet (configuratio-

8 S. F. BOYS, Proc . Roy . Soc. , Lond. A 200, 542 [1950] u. 
folg. bis Phil. Trans. A 247, 465 [1954] , 

9 P . O. LÖWDIN. Phys . Rev . 97, 1474 [ 1 9 5 5 ] . 
10 Vg l . D. R. HARTREE. The Calculation of Atomic Structure. 

Wiley & Sons, New York 1957. 

rial interaction, CI -Methode) , wobei jedes xlJ ̂  nach 
( 1 1 ) als eine bestimmte Elektronenkonfiguration 
aufgefaßt wird 8 - 9 . 

Minimisieren von ( 3 ) mit ( 1 1 ) liefert dann zur 
Bestimmung der besten C/v- ein Säkularproblem, 

2 CK{HKL-SKL£)= 0 , 1 = 1 , 2, . . . , < ? , ( 1 3 ) 
ä = l 

und die Energiezustände £/, ergeben sich aus der 
Säkulardeterminante 

det [HKL - SKL £ } = 0 , (13 a) 

wobei 
HKL={xl>K\NXL'L) u n d SKL=(XI>K\XL'L). ( 1 3 b ) 

Die Verfahren im einzelnen lassen sich an der Form 

von 0 s ( i ) diskutieren: 

a) Für N = 1 und (? = 1 wurde die Elektronenener-
gie bezüglich 0.s (i) (s = 1, 2, . . . , n) zum Minimum ge-
macht und liefert zur Bestimmung der Atomfunktionen 
0,s(t) gekoppelte Integro-Differentialgleichungen ( H A I I -

TREE-FocK-Gleichungen)10, aus denen sich diese mit be-
trächtlichem Rechenaufwrand numerisch bestimmen las-
sen. Aus den in den HARTREE-FocK-Gleichungen als 
L\GRANGE-Multiplikator auftretenden Energiegrößen 
und den Wechselwirkungsintegralen lassen sich dann 
die Gesamtenergie und die einzelnen Ionisationsener-
gien berechnen. 

ß) Für N 1 ( ^ = 1) lassen sich die Gleichungen 
kaum noch rechnerisch lösen, da das vorliegende System 
vielzentrig geworden ist, und damit eine Reihe von 
Symmetrien verloren gehen. Die Einelektronenfunktio-
nen 'I>s (i) werden daher analytisch als Molekülfunktio-
nen angesetzt und damit die Energie berechnet, die ge-
gegebenenfalls mit den, die Molekülfunktion enthalte-
nen Parametern, zum Minimum gemacht werden kann. 
(Methode der Molekülzustände, molecular orbital, MO-
Theorie.) Oder es werden die 0A ,(i) selbst als Linear-
kombination von Funktionselementen rpj angesetzt 

P 

0,(o= 2 (14) 
j - i 

wobei die aSj auf Energieminimum variiert werden 
(Linearkombination von Atomfunktionen, LCAO-Me-
thode 1 1 ) . Zur Bestimmung der asj ergibt sich wieder 
ein ähnliches Säkularproblem wie (12) und (13) , wo-
bei allerdings jetzt die ///,•; und Shj noch Funktionen 
der a.sj sind. In der Form eines iterativen Verfahrens, 
können die entsprechenden Gleichungen bei jedem Re-
chenschritt als linear aufgefaßt werden (Roothaan-
Verfahren, SCF-LCAO-Methode)1 2 . Aus bestimmten 

11 F.HUND , Z . P h y s . 51 . 759 [ 1 9 2 8 1 ; 63 , 719 [ 1 9 2 8 ] , -
R . S . MULLIKEN, P h y s . R e v . 32 . 186 , 761 [ 1 9 2 8 ] ; 33 , 730 
[ 1 9 2 9 ] . 

12 C . C . J. ROOTHAAN, R e v . M o d . P h v s . 23 , 72 [ 1 9 5 1 ] . 



Ausdrücken der Entwicklungskoeffizienten von (14) 
lassen sich dann gewisse Eigenschaften des Systems 
herauslesen. 

Als Funktionen ( f j in ( 1 4 ) haben bisher haupt-
sächlich s later -Funktionen Verwendung gefunden 1 3 , 

ff j = r"'~ 1 e~*ir P / ' " ) ( cos ttj) eim,r , ( 1 5 ) 

aber auch reine Exponential- oder GAUss-Funktionen 
sind in letzter Zeit vorgeschlagen w o r d e n 1 4 : 

Die Parameter OLJ können durch Energievariation 
oder, wie üblicherweise n , durch halbempirische 
Vorschriften oder durch bestimmte Forderungen an 
f f j bestimmt werden. 

Auch in der Methode der Konfigurationenwechsel-
wirkung ( 1 1 ) sind an Stelle von & s die Funktionen 
( 1 5 ) , ( 1 5 a ) als Basis verwendet w o r d e n 1 4 . 

;') Schließlich wird im Rahmen der Valenz-Bond-
Methode (VB-Methode) vom spinlosen Heitler-London-
Ansatz 15 (Grundzustand), der die reine kovalente Bin-
dung beschreibt, 

y;,Ä. = 0 , ( l ) 0,.(2) + 0/, ( l ) 0 , (2 ) 

= ( l + r i 2 ) 6AI) Sk(2) (16) 

ausgehend, die Gesamtwellenfunktion aufgebaut, indem 
nicht gebundene Elektronen (Elektronenpaare) durch 
Doppelbesetzung (s = k) beschrieben, und die Spin-
anteile bindender oder einsamer Elektronenpaare durch 
sogen. Spininvarianten1 6 1 7 

( a.s ( l ) ßk(2) — a.s(2) ßk(l) \ 
= = ( 1 - T n ) a ß 

( a . , ( l ) A s ( 2 ) - a s ( 2 ) ^ ( l ) I 

dargestellt werden. 

y = 2 ( - 1) pm Pm Iis. k </',/, [er., ßk] . (17) 

Wegen der geforderten Antisymmetrie von werden 
alle n! Permutationen Pm auf das Produkt in (17) an-
gewendet, wobei ( — l ) p w = l für gradzahlige Anzahl 
von Permutationen zu setzen ist; im anderen Falle ist 
( — 1) ̂  = — 1. 

13 J. C. SLATER. Phys. Rev. 36. 57 11930] . 
14 S. A . BOYS. Proc . Roy . Soc. . Lond. A 200, 542 [ 1 9 5 0 ] . -

A . MECKLER, J. Chem. Phys. 21, 1750 [ 1 9 5 3 ] . - C. R. 
MUELLER u. J. M. CAHILL, Molecular Quantum— Mechanics 
Conference, Texas Dec. 1955. — TIEN CHI CHEN u. H. SPO-
NER, Molecular Quantum— Mechanics Conference, Texas 
Dec. 1955. - H. PREUSS. Z. Naturforschg. 10 a, 267, 365 
[ 1 9 5 5 ] ; I I a . 823 [ 1 9 5 6 ] , 

15 W . HEHLER u. F.LONDON, Z . Phys. 44. 455 [ 1 9 2 7 ] . 
10 W . HEITLER u. G. RUMER. Götting. Nachr. 277 [1930] ; Z. 

Phys. 68. 12 [ 1 9 3 1 ] . - H. WEYL, Gcitting. Nachr. 286 
[ 1930 ] . 

Für die Einelektronenfunktionen <PS, (Pk in ( 1 6 ) 
werden entweder Molekülfunktionen, oder , wie im 
s o g . H e i t l e r - L o n d o n - S l a t e r - P a u l i n g - V e r f a h r e n 

(HLSP-Verfahren) 18 Atomfunktionen <ps,(fk [ z . B . 
nach ( 1 5 ) ] verwendet. Der Ansatz ( 1 6 ) geht für 
R s k —> oc in die strenge Lösung für zwei getrennte 
Atome s und k mit den Atomfunktionen q>s, cpk über 
(z. B. Ho-Problem). Bei der Berechnung der Gesamt-
energie (3) mit (17 ) müssen wegen der Kompliziert-
heit der Rechnungen bei Berücksichtigung aller Per-
mutationen weitere Näherungen diskutiert werden. 
Im allgemeinen werden höchstens nur Transposit io-
nen zugelassen. Die in diesem Zusammenhang auf-
tretenden Fragen im Zusammenhang mit der zu be-
rücksichtigenden Überlappung und der Vorzeichen 
der Wechselwirkungsintegrale lassen Zweifel an der 
Konsistenz der zur Zeit durchgeführten Näherungen 
aufkommen :i. 

Die Anwendung dieser Methode auf die rr-Elektro-
nen von aromatischen und ungesättigten Molekülen 10 

(Methode der Valenzstrukturen) liefert befr iedigende 
Ergebnisse, besonders dann, wenn die Werte der 
auftretenden Integrale empirisch festgelegt werden 19. 
Das gleiche gilt auch für die sog. verkürzte Methode 
der Molekülzustände, bei der die Wechselwirkungen 
der Elektronen untereinander vernachlässigt werden 
und jede Einelektron-Molekülfunktion wieder durch 
( 1 4 ) dargestellt w i rd 2 0 . Die so erhaltenen. Einelek-
tronenenergien werden, entsprechend der einfacheren 
Fassung des P.\uli-Prinzips, mit der tiefsten begin-
nend, maximal doppelt besetzt. Die erhaltene Ge-
samtelektronenenergie ist eine Funktion der Integrale 
und diese wiederum der Kernabstände. Hier kann 
dann einmal so vorgegangen werden, daß das o-Elek-
tronengerüst des Moleküls festgehalten wird (Hückel-
sches Ver fahren) , zum anderen führt eine einfache 
und empirische Berücksichtigung der gesamten a-Bin-
dungsenergie zusammen mit der Energie der .t-Elek-
tronen zu einer erneuten /?;.„-Variation der Gesamt-
energie, die auch, neben der Molekülenergie, die 
Gleichgewichtsabstände zu diskutieren gestattet2 1 . 

17 P.O.LÖWDIN, Nature of the Valence-Bond-Functions. Quan-
tum Chemistry Group. Uppsala 1957. 

18 J. C. SLATER. Phys. Rev. 37, 481 [1931] ; 38. 1109 [1931 ] , 
- L. PAULING. J. Amer. Chem. Soc. 53. 1367 [1931 ] , 

19 E. HÜCHEL, Z. Phys. 60. 423 [ 1 9 3 0 ] ; 70. 204 [ 1 9 3 1 ] ; 72. 
310 [1931] , 

20 E. HÜCHEL, Grundlagen der Theorie der ungesättigten und 
aromatischen Verbindungen. Berlin 1938. 

21 J. E. LENNARD-JONES, Proc. Roy . Soc.. Lond. A 158. 280 
11937]. 



Schließlich werden die rr-Elektronen als Elektro-
nengas (mit und ohne Wechselwirkung) in einem 
effektiven Potentialfeld der Atomrümpfe und o-Elek-
tronen behandelt, wobei seine zulässige Ausdehnung 
durch die räumliche Struktur des Moleküls vorgege-
ben ist. Die Methode erlaubt die Berechnung der 
Absorptionsspektren von Molekülen mit -T-Elektro-
nensystemen 22. 

1. Die Methode der „Atome in Molekülen" 

Die oben angeführten Verfahren mit ihren ver-
schiedenartigen Modifikationen haben alle die Tat-
sache gemeinsam, daß sie die Energien von Elek-
tronenzuständen bezüglich eines Nullniveaus berech-
nen, bei dem entweder das Atom vollständig ioni-
siert, oder, wie bei der Behandlung der rr-Elektro-
nensysteme, eine partielle Ionisation vorliegt. 

Diese absoluten Energien werden zwar, auf rein 
theoretische Weise, oder durch empirische Bestim-
mung einiger Integrale, mit Hilfe von Näherungs-
funktionen zuweilen prozentual ziemlich genau be-
rechnet. Die daraus abzuleitenden Anregungs- oder 
Trennungsenergien von Molekülen und Molekül-
teilen sowie die Resonanzenergien von rr-Elektronen 
aber, die immer klein gegen die absoluten Energie-
beträge sind, werden damit mit größeren Fehlern 
behaftet, so daß in den Näherungsfunktionen, um 
überhaupt einigermaßen t bereinstimmung der Re-
chenergebnisse mit den genauen Werten zu erhalten, 
ein großer analytischer Aufwand getrieben werden 
mußte, der dann wieder eine umfangreiche Rech-
nung nach sich zog. 

Die Situation der Quantenchemie ist bis vor etwa 
sechs Jahren die gewesen, daß kleinere Moleküle 
der Rechnung noch zugänglich waren, und wenn in 
organischen Verbindungen eine Unterscheidung von 
n- und rr-Elektronen vorgenommen wurde, so konn-
ten die Dichteverteilungen und die Energien der letz-
teren mit einer für manche Zwecke ausreichenden 
Genauigkeit bestimmt werden, da sich gerade hier 
die gemachten Vernachlässigungen und vorliegenden 
Wechselwirkungsverhältnisse zwischen rr-Elektronen 
und o-Gerüst und untereinander günstig entsprachen. 

Die großen Rechenmaschinen haben hier die Mög-
lichkeiten erweitert und werden dies in noch größe-
rem Maße tun. Sie haben die Grenzen verschoben, 

2 2 O.SCHMIDT, Z . P h y s . C h e m . B 9 3 . 7 6 [ 1 9 3 8 ] . - H . KUHN, 
H e l v . C h i m . A c t a 3 1 , 1 4 4 1 [ 1 9 4 8 ] . - H . RÜDENBERG, J . 
Chem. Phys. 22. 1878 [1954]. 

ohne bisher anregend auf die vorliegenden metho-
dischen Fragen zu wirken. 

In diesem Stadium sind die Methoden der Mole-
külphysik im Hinblick auf Anwendungsbereiche und 
Durchführungsmöglichkeiten eng mit den Leistungs-
fähigkeiten der elektronischen Rechenmaschinen ver-
knüpft. 

Zweifellos können hier nur dadurch die Schwierig-
keiten verringert werden, daß die Basis der Ver-
fahren durch empirische Anleihen nach größeren 
Elektronensystemen verschoben wird, wobei diese 
möglichst wenige und dabei einfach sein sollten, da-
mit auch die Grenze der Möglichkeiten, mit Rechen-
maschinen die Probleme zu behandeln, weiter ver-
schoben werden kann, und man darf hoffen, auf diese 
Weise immer mehr Verbindungen und deren Reak-
tionen der rechnerischen Behandlung zugänglich 
machen zu können, die auch größeres chemisches 
Interesse besitzen. 

M o f f i t t wies 1 9 5 1 zuerst darauf hin 1 , daß man 
empirisches Material zur Beseitigung der Mängel 
bezüglich der Absolutrechnungen verwenden kann 
und nannte das Vorgehen die Methode der „Atome 
in Molekülen". 

Hier ist die Summe der Energien der ungestörten 
Atome, aus denen sich das Molekül zusammensetzt, 
das Nullniveau der Energie und wird aus den spek-
troskopischen Daten entnommen. Die durch die 
Wechselwirkungen der Atome entstandenen Energie-
beträge werden dann mit Näherungsfunktionen be-
rechnet. Das Verfahren soll kurz skizziert werden 1 : 

Sei H; der hamilton-Operator des /.-ten Atoms 

//; - ,v v A._ v + y y 1 , dB) 
—i — i f « m /,• — + i r ] k 

welches die Kernladung Z;. hat und /?;. Elektronen 
besitzt, so ist <y ;./• die Gesamtatomfunktion, wobei r 
für die Gesamtheit der Quantenzahlen des Atoms 
steht 

H). (f /j- = Wlr Cf'}.r , (19) 

und W>j clie Gesamtenergie des Atoms / bedeutet. 
Die Molekülgesamtfunktion Qj des Zustandes j 

wird dann nach den Funktionen i/'s entwickelt, 
Q.= y c]s v , , (20) 

die aus dem antisymmetrischen Produkt aller '/ ).r 
entstanden sind. 

v, = y ( - 1)pi P; //;. q-,r, s = s(r, /) . (21) 



Man kann zeigen, daß W s mit dem Ansatz der VB-
Theorie ( 17 ) äquivalent ist, wenn für (p).r Determi-
nanten verwendet werden x. In ( 2 0 ) sind alle Elek-
tronenkonfigurationen enthalten., die man durch 
Verteilung der Elektronen auf die N Atome erhält; 
also auch die Ionen- und angeregten Zustände. 

Für i/'Ä gilt, wie leicht zu sehen ist, 

H ^ y>, = W r v , mit lim Tl = Hoc, ( 22 ) 
R?./t ->0 0 

N 
wobei W,°° = V Wir, s = s(r, / ) ( 2 3 ) 

;.=i 

die Summe der einzelnen Atomenergien ist, und s 
von allen r und / abhängt. 

Die Variation der Cjs auf Energieminimum führt 
wieder auf ein Säkularproblem, 

d e t { £ o o - 3 f t £ } = 0 , ( 2 4 ) 

aus dem sich die Energiezustände des Moleküls 
bestimmen lassen. Die Elemente der Matrizen ^oc 
und Hü sind die folgenden Integrale, 

[ £ o o ] ik = (Vi*, V Vk) , [SR] ik = (Vi*, Vk) , ( 2 5 ) 

wobei zu bemerken ist, daß die y s für alle /?;.< — ^ 
in ein orthogonales System übergehen. 

R'.n OO , = ( 26 ) 

läßt sich mit ( 18 ) in die Form 

J-f = Hoc + Foc ( 2 7 ) 

zerlegen, wobei 

f j Ä , F — r r i + r r f 1 <28> 
A = 1 i ;. l k i k 

und Voc der Wechselwirkungsoperator der Elektro-
nen aus verschiedenen Atomen oder zwischen Elek-
tronen und fremden Kernen ist. Die Striche an den 
Summenzeichen weisen auf diese Einschränkung hin. 

Für R).uoo geht daher in eine Diagonal-
matrix über, 

R;,,^ oo , ( 2 9 ) 

wobei *>ik ( 2 9 a) 

ist. Führt man noch die Matrix 23oc 
[ » « ] « = ( 3 0 ) 

ein, so läßt sich 

£oO = 2Boo3fi + 93oO 

oder, damit hermitesch ist. 

•öoo = 1(2000 m + M äöoo) + 1 ( 3 3 + + 23oo) ( 3 1 ) 

schreiben, wobei die zu 23w konjugierte Matrix 
ist. 

Damit ist die Zerlegung der Energiematrix $oc 
in die Energien der Grenzzustände ©oo und der 
Wechselwirkungsenergien für kleine R;.„ , 33-^ durch-
geführt. 

Infolge der Unkenntnis der exakten Funktionen 

'/',• können nur Näherungsfunktionen yjs verwendet 

werden, mit denen die Matrizen bpoc , und 
berechnet werden: 

(v*,vk) = m]ik, ( 3 2 ) 

[ I u ] / a - = ( v V , v^ Vk). 

Die Energiematrix Qoo ist aber nicht immer asym-
ptotisch diagonal, denn für /?;.„—> oc ist 

| o o - > 3 L , 3 K - * ® , ( 3 2 a) 

wobei üföoo nicht diagonal zu sein braucht. Um nun 
das Verhalten (29 ) zu retten, wird die genäherte 
Matrix 

£ 0 0 = $ d t+aw © 0 0 } + 1 ( S i + §00) ( 3 3 ) 

eingeführt, die die exakte Matrix äBoo nach ( 2 9 a) 
beibehält, deren Elemente aus den spektroskopischen 
Messungen entnommen werden. Daher gilt wieder 
für Rh, -v 

^ - • ä & x , , S L ^ O . ( 3 4 ) 

Mit tfioc nach (33 ) können also die Rechnungen 
durchgeführt werden, indem das Nullniveau, durch 
3Soo gegeben, empirisch festgelegt wird, und die 
durch Annäherung der Atome entstehenden Ener-
gien, die klein gegen [äöoo],-; sind, mit y s durch 

dJl, 23oc nach (33 ) behandelt werden. 
Neben der Darstellung (33 ) kann eine zweite für 

.^K gewonnen werden, indem von ijjSoc ausgegangen 
wird und 

s L + - $öoc=$00 - 1 dJi+m 3öoo) ( 3 5 ) 

gesetzt wird, wobei für /?;.,<—> oc , Q3oo ebenfalls nach 
Null geht. ( 35 ) in (33 ) gesetzt, liefert dann die 
Darstellung (36 ) 

+ ( © o o - m » ) 3 K ] , ( 3 6 ) 



die dann besonders vorteilhaft verwendet werden 
kann, wenn nach der HLSP-Methode schon ein Mole-
kül berechnet worden ist und somit bekannt ist. 

Die Gl. ( 3 6 ) gibt dann die Korrektur an. die an ,S0oc 
anzubringen ist, damit die genäherte Energiematrix 
der Methode der Atome in Moleküle erhalten wird. 

Es ist also jetzt an Stelle von (24 ) das Säkular-
problem 

= 0 ( 37 ) 

zu lösen, wobei für ,Sj3oc die beiden Formen (33 ) 
und ( 3 6 ) verwendet werden können. 

Es sei noch auf zwei Tatsachen hingewiesen, die 
für die Methode besonders charakteristisch sind: 

1. Durch die Festlegung des Nullniveaus 21?oo auf 
empirische Weise, werden die aus (37) zu berechnen-
den Molekülenergien [vgl. ( 24 ) ] wesentlich genauer, 
da nur die Wechselwirkungsenergien mit genäherten 
Funktionen behandelt werden. In der Molekülgesamt-
funktion Q j dagegen, deren Entwicklungskoeffizienten 
Cjs aus den Säkulargleichungen 

(i = 31t (f £ , [(£] js = CjS , (38) 

bestimmt werden, wobei £ die Diagonalmatrix der 
Eigenwerte £/,• ist, kann nur angenommen werden, daß 

Cjs (39) 

gilt, weil durch 215oo die größten Energiebeträge fest-
gelegt werden, während ein Ansatz nach (20) nicht kon-
sistent formuliert werden kann, da in der Darstellung 

(33) von ©oo bei der Anwendung von H^ und V x auf 
die Entwicklungsfunktionen einmal und zum ande-
ren yjs angenommen wird. Dies führte dann auf 21?^ 
und OH sowie . 

2. Es handelt sich daher bei der Energievariation, 
die zu (37) und (38) führt, um kein RiTz-Verfahren in 
dem Sinne, daß die erhaltenen Energiewerte obere 
Grenzen für die wirklichen sind [vgl. ( 8 ) ] . Vielmehr 
kann es grundsätzlich möglich sein, daß die Energie-
werte tiefer als die exakten liegen. 

Bezüglich Punkt 2. ist es notwendig, die beiden 
Formen ( 3 3 ) und (36 ) für zu unterscheiden, 
von denen die letzte durch die plausible Annahme 
(35 ) hergeleitet wurde und somit von den Rechnun-
gen mit ( 3 6 ) nur erwartet werden kann, daß die er-
haltenen Energiewerte, wegen der Verwendung von 

2:1 W . MOFFITT U . J . SCANLAN, P r o c . R o y . S o c . , L o n d . A 2 1 8 . 
464 [1953]. 

24 W. MOFFITT, Proc. Roy. Soc., Lond. A 218, 486 [1953], 
2 5 W . MOFFITT u . J . SCANLAX , P r o c . R o y . S o c . , L o n d . A 2 2 0 . 

530 [1953]. 
2 , i A . PULLMAN u. H . BERTHOD, J . Chim. Phys. 5 2 . 771 [1955], 

Söoc , in der Nähe der wirklichen liegen. Zu (33 ) 
läßt sich dagegen noch bemerken, daß bei der An-
nahme 

Vs—Vs, ( 40 ) 

die bei den Rechnungen erwartet werden darf, die 
erhaltenen WAerte (ohne Kernabstoßung) im allge-
meinen über dem wirklichen Wert liegen werden, 
da die Energiekurven vom Unendlichen her nach 
Werten laufen, die für R?.u —> 0 der Berechnung eines 
hypothetischen vereinigten Atoms mit einem Ansatz 
der vollständig getrennten Atome entsprechen. Wir 
wollen auf die Annahme (40 ) nicht näher eingehen 
und die vorliegenden Verhältnisse an Stelle von 
(8 ) und (8 a) durch 

V s ^ W s , £ k ^ £/,• ( 4 0 a ) 

beschreiben. 

Das Vorgehen, die Anwendung des H a m i l t o n -

Operators auf die Gesamtwellenfunktion Q nach 
(20 ) so durchzuführen, daß bezüglich Hoo in (27 ) 
und (28 ) die strengen Lösungen der getrennten 

Atome ips verwendet werden und in dann ips ein-
gesetzt wird, läßt sich auch so interpretieren, daß 
man im vorliegenden Molekül die Elektronenkor-
relation der freien Atome, aus denen sich die Ver-
bindung zusammensetzt, vollständig mitberücksich-
tigt hat und nur in den zwischenatomaren Wechsel-
wirkungen, die klein gegen die absoluten Atom-
energien sind, die Korrelationen näherungsweise in 
Betracht zieht. Für kleinere Kernabstände werden 
daher die Wechselwirkungen der Elektronen unter-
einander stärker, ohne wesentlich besser berücksich-
tigt zu werden. 

Nach diesem Verfahren sind bisher eine Reihe 
von Molekülen behandelt worden, so das Äthylen 2:J, 
Allyl-Radikal 2 4 , Cyclo-Butadien 2 5 , Benzo l 2 5 und 
Butadien 2 0 , und die zweiatomigen Moleküle H . , 2 ' , 
Li2 28 und HF 29 . Außer im H 2 und HF wurden im-
mer Vereinfachungen eingeführt, wie die Vernach-
lässigungen der K-Schale im Li-Atom, und der a-
Elektronen bei den organischen Verbindungen, so 
daß zur Zeit eine endgültige Entscheidung der Güte 
des Verfahrens noch nicht vollständig möglich ist. 

27 A. C. HURLEY. Proc. Phys. Soc., Lond. A 69, 301 [1956]. -
R. PAUNSZ, Acta Phys. Hung. IV/3, 237 [1954]. 

28 A. RAHMAN, Physica 20. 623 [1954], 
20 A. C. HURLEY, Proc. Phys. Soc., Lond. A 68. 149 [1955] ; 

69. 49 [1956]. 



Beim Ho-Molekiil wurde der Ansatz 27 

Oa = Cal V'1 + Ccd V'-' + Co* + Cai V'4 ( 4 1 ) 

verwendet, mit den Zuständen (a und b als Zentren) 

V i : — » / ' 3 : / / . , / / | , + , 

V2: HU-HA, »/• 4 : / / / / / , , ( 4 2 ) 

und den Näherungsfunktionen 

V i = V i = 
— p - ('al + 0.2> W, = e-(>a\ + ra-2) 

TT 

V-j = V'o = 1 e~ (ra2 + rbl) = 1 e~ C''1 ~ . 71 ' 71 
( 4 3 ) 

wobei V i u n d Va die exakten Eigenfunktionen zweier 
getrennter H-Atome sind. Die Matrix hat hier 
die Form (in at. E. ) 

1 0 0 0 

2000= ( 0 - 1 0 0 
\ 0 0 - 0 . 5 2 6 4 1 0 
\ 0 0 0 - 0 . 5 2 6 4 1 

( 4 4 ) 

und man erhält nach ( 3 3 ) und ( 3 7 ) , wenn SR und 

» o o noch berechnet und l/R zum tiefsten Eigenwert 
addiert werden, als Bindungsenergie — 4 ,35 eV bei 
einem Kernabstand von / ? ( J = l , 4 0 a t . E. Die gemes-
senen Werte betragen — 4 , 7 4 eV und 1,40 at. E. 

Rechnet man dagegen nach ( 3 6 ) , so ergibt sich, 
wenn 

[ ^ o o ] n = - 1 , [ 2 ß o o ] 3 3 = - 0 . 3 7 5 . 

[20O O ] 2 2 = - 1 , [ 2 B o o ] 4 4 = - 0 , 3 7 5 ( 4 5 ) 

ist, — 4 ,94 eV und 1 ,50 at. E. Der Wert von - 4 , 3 5 
eV ist besser als die Energiewerte ( — 4 ,11 eV, 
— 4 , 1 4 e V ) , die man nach den strengen Variations-

verfahren mit Korrelationsfunktionen 3 0 

0 J(e~ + e~ + (l+pr12) , 

[(e-«(r«i + U2) + g-a(r.2 + fbi) (1 + p ( 4 6 ) 

erhält. Das Ergebnis — 4 ,94 eV bestätigt das oben 
in Punkt 2. Gesagte. 

Von B i n g e l 2 wurde vorgeschlagen, im Sinne der 
Atome in Molekülen vom vereinigten Atom auszu-
gehen, welches im Schwerpunkt x der Kernladungen 
liegt und dessen Kernladung Z gleich der Summe 
der einzelnen Atomladungen ist. 

Z = V Z l , V Zidhx = 0 ( 4 7 ) 

In diesem Falle tritt an Stelle ( 2 7 ) die Zerlegung 

>f = H0 + V0 . (481 

wobei 

H0= V J ; - y z + y V 1 , 
/ 1 ('1 Txi i^Tl k=i + l r'k 

«„ < r i " -
i ~ i V'i ;.=i r '< } 

bedeuten, und die Entwicklung ( 2 0 ) heißt jetzt 

= ^ C j r q r . ( 4 9 ) 
r 

in der die <{r das vollständige (orthonormierte) 
Funktionensystem des vereinigten Atoms darstellen, 
und es gilt, wie in (19 ) 

H0 <Pr = (fr . ( 5 0 ) 

Der Rechengang verläuft dann wieder sehr ähnlich 
den obigen. An Stelle von ( 2 5 ) und ( 3 0 ) treten jetzt 
die Matrizen ,S3„ und 230 auf, 

[£„] ik = ('Pi*, u <Pk) ; [®0] ik = {<Pi\ V0 <pk) ; 

(<Pi*,<Pk)=öik, ( 5 1 ) 

und man erhält die Zerlegung 

wobei = 

( 5 2 ) 

(9i;.j: Vektor vom Atom /. zum Ort .r) 

ist. 2B0 wird wieder aus den Spektren entnommen. 
Ganz entsprechend haben wir jetzt die Grenzfälle 
für R;„ - > 0 

( 5 4 ) 

Verwenden wir wieder Näherungsfunktionen (pr, die 
orthogonal vorausgesetzt werden können, so ergibt 
sich analog zu ( 3 3 ) 

| o = 3BO + ®O. ( 5 5 ) 

und ( 5 4 ) bleibt auch für .Spo erhalten. Ebenfalls 

kann man die Matrix £S0 bilden, 

•S5o = äß« + mit [,S50] ik = ((P*, W <Pk) 

[ % o h k = ( < P i W 0 y k ) , ( 5 6 ) 

die für R,„ - > 0 in 2B0 übergeht (330 —^ 0 ) . Bildet 

man wie nach ( 3 5 ) eine neue Störungsmatrix 0 , 

ä 0 = £ > 0 - © 0 , ( 5 7 ) 

:1° A . FROST U. J. BERNSTEIN, J. C h e m . P h y s . 1 9 , 1 1 3 5 [ 1 9 5 1 ] . 
F. BERENCZ, Acta Phys. Hung. 1954. 



die für Rx , i -+ 0 ebenfalls verschwindet, so erkennt 
man, daß diese zweite Definition mit der von ( 5 6 ) 

identisch ist (330 = 23 0 ) , während in ( 3 2 ) , ( 3 3 ) und 

( 3 5 ) 23oo nicht gleich 23oo zu sein brauchte. Auf die 
Berechnung von Lbergangsmatrizen nach dieser Me-
thode wollen wir nicht eingehen (vgl. dazu Anm. 2 ) . 

Leider liegen bis jetzt noch keine Rechnungen 
nach dem BiNGELschen Verfahren vor , das eine 
spezielle Form der Einzentrumentwicklung 3 1 dar-
stellt, wobei nach Gesamtatomfunktionen eines hypo-
thetischen Atoms am Orte x entwickelt wird, deren 
Kernladung nach ( 4 7 ) bestimmt ist. 

Bemerkenswert an diesem Verfahren ist die Tat-
sache, daß alle Elektronenkorrelationen im vereinig-
ten Atom exakt berücksichtigt werden, so daß in 230 

nur Einelektronenintegrale auftreten, die für die K-
und L-Schalen schon tabelliert v o r l i e g e n 3 ' 6 . ent-
hält dagegen auch Coulomb-, Ionen- und Austausch-
integrale ' . In fehlen andererseits die C o u l o m b -

Wechselwirkungen der Elektronen mit anderen Atom-
kernen, so daß bei einer praktischen Durchrechnung 
sicher viele Terme in ( 4 9 ) mitgenommen werden 
müssen, wenn die Ergebnisse gute Übereinstimmung 
mit der Erfahrung zeigen sollen. Dies gilt bekannt-
lich allgemein für Einzentrumentwicklungen. 

Eine Verbesserung der Methode der getrennten 
Atome ist in der Art vorgeschlagen worden 2!), daß 
in der Darstellung ( 3 6 ) die asymptotische Matrix 

m oo von ,S3oo [vgl. ( 3 2 a ) ] durch 2Boo ersetzt wird, 

die nach dem Übergang R/.„ — o o in durch 
minimisieren der Diagonalelemente erhalten wird. 

^oo = |oo + i [ ^ ( a B o o - f e o o ) + ( ä & o - f c ) ^ ] . 

( 5 8 ) 

Mit diesen so erhaltenen Funktionen xps' wird dann 

.yS^ berechnet. 
Dieses Verfahren läßt sich am H 2 -Molekül leicht 

demonstrieren 29 . Betrachten wir vorerst die drei An-
sätze ( V = Normierungskonstante) 

mit a(i) 

V'ot = V 0 1 { a ( l ) a ( 2 ) + M l ) & ( 2 ) } , 

V~o2= A V 2 K U ) « ' ( 2 ) +b'( 1) b'{2)} 

y~0 = ^ o ( v ' a ( l , 2 ) + ^ b ( l , 2 ) } 

( 5 9 ) 

'ZT I ZI 

b(i) = I/ ( i ) = I 
Vzi 

( 5 9 a) 

und »/'a und »/'ii a ' s exakte Eigenfunktionen von H 
für die Atome a und b , so ergibt sich am H als 
bester Wert /. = 0 , 6 8 7 5 . Nach ( 5 8 ) erhält man dann 
mit den Ansätzen ( 5 9 ) einzeln die Gleichungen 

= 4 ( * ) + W, - r01 = i01(R) - 4 ,2 eV, (60a ) 

£02(R) = £0,(R) + W 0 - W0, = £0,(R) - 1.5 eV, ( 60b ) 

£0(R) = £0(R) + W0-W0. ( 60c ) 

wobei £ 0 ( R ) die Energie bei Verwendung einer 

Näherungsfunktion i/'0 zu i/'() ist und mit i/'0 für 

R - > oc . W() erhalten wird. Entsprechend sind £ 0 1 , 

£ 0 2 und W 0 i , W\2 zu verstehen. Mit JV0 = - 0 , 5 2 1 5 6 
at. E. ( — 14,4 eV) und den Werten für H mit den 

Funktionen i/'oi ? V02 ergeben sich dann die auf der 
rechten Seite stehenden Energiedifferenzen. Man 
sieht, daß die Einführung einer Abschirmzahl / die 
minimalste Energie wesentlich verbessert. 

Berechnen wir jetzt das H 2 -Molekül mit dem An-
satz 

^ — £02 V02 + ^03 V'o;; (61 l 

und der Bedeutung von t/'02 und y 0 3 nach ( 5 9 ) und 
(61 a) 

V'o2 = ^ o 2 { o / ( l ) f l / ( 2 ) + 6 / ( l ) 6 ' ( 2 ) } , 
(61 al 

31 Z. B. R. K. NESBET. Quarterly Progress Repor t ; Solid State 
and Molecular Theory Group. M I T ; July 1955, p. 29. 

V'03 = ^ 0 3 { « ' ( 1 ) b' (2) +a( 2) 6 ' ( 1 ) } . 

so ist das Säkularproblem 

det { | L - 3fl £ } = 0 ( 6 2 ) 

zu lösen, wobei / in den Funktionen a (i) und b' (i) 
so bestimmt wird, daß die Energie des H 2 -Grund-
zustandes E ( l ) ein Minimum wird. Geht man jetzt 
zur Form ( 5 8 ) von über, so hat 
die Form 

) (63 ) 
\0 W.i%-WJl 

und W 2 2 - W 2 2 erhält nach ( 6 0 c ) den Wert - 1 . 5 
eV. Damit ergibt sich nach ( 5 8 ) 

[ S » ] 1 2 = [ ^ = c ] 1 2 - 0 , 7 5 e V x [ & ] I 2 . ( 6 4 ) 

[ 6 o o ] 2 2 = [.S5oc]22 - 1,5 eV . 



Mit diesen Matrixelementen ergab sich für H2 eine 
Bindungsenergie von — 4,72 eV bei einem Kern-
abstand von /? = l , 4 0 a t . E. Die exakten Werte be-
tragen — 4,74 eV und 1,40 at. E. Mit gleicher Güte 
wird die Energiekurve zwischen 1,0 at. E. und 4,0 
at. E. approximiert. Es ist allerdings zu bedenken, 
daß die Modifizierung von Spoo nach (58) aus der 
Formel (36) hergeleitet wird, deren zweifelhafte 
Güte im Punkt 2. oben diskutiert ist. 

Eine Anwendung dieses Verfahrens, welches man 
die zwischenatomare Korrelationskorrektur nennt 
(intra-atomic Correlation correction) 29, wurde am 
HF-Molekül durchgeführt, wobei 6 Konfigurationen 
berücksichtigt waren.27. Es ergab sich für den Grund-
zustand eine Bindungsenergie von — 5,84 eV bei 
einem Dipolmoment des Moleküls von 2,33 Debye. 
Die wirklichen Werte sind — 6,08 eV und 1,91 De-
bye. Die Form (36) mit zwei Konfigurationen lie-
ferte — 8,33 eV und 3,01 Debye, während sich in 
der üblichen Konfigurationenrechnung 1,96 eV und 
0,93 Debye ergab. 

2. Einfache Fassung der vereinigten Methoden 

Es soll jetzt dazu übergegangen werden, die bei-
den Methoden nach M o f f i t t 1 und B i n g e l 2 zu ver-
einigen. Zuerst (in diesem Kapitel) für den Fall 
zweiatomiger Moleküle 32 und im folgenden Kapitel 3 
im allgemeinsten Fall für mehratomige Systeme bei 
beliebiger Anordnung der Atome. 

Unter der Voraussetzung, daß nur Werte aus der 
Atomspektroskopie zur Bestimmung der Matrixele-
mente j/c benutzt werden sollen, darf in der Ver-
einigung der beiden Methoden eine maximale Be-
rücksichtigung der Elektronenkorrelationen gesehen 
werden. Im Falle des zweiatomigen Moleküls müs-
sen die Energiekurven (ohne Kernabstoßung) für 
die einzelnen Zustände des Moleküls für /? —> oo 
und R—y 0 in die exakten Grenzwerte übergehen, 
die sich dadurch ergeben haben, daß mit den rich-
tigen Molekülfunktionen für die beiden Grenzfälle 
gerechnet wird (spektroskopische Daten), und nur 
die Wechselwirkungen ( F 0 , V•x) mit Näherungen be-
stimmt werden. In Abb. 1 ist ein typischer Energie-
kurvenverlauf gezeichnet worden, wobei die Zu-
stände, mit dem tiefsten beginnend, durchnumeriert 
sind. Nach Addition von Z.x Zu/R liegen dann die 
Energiekurven der Gesamtmolekülenergie vor. die 

3 2 H. PREUSS, Z . Naturforschg. 1 2 a . 5 9 9 [ 1 9 5 7 ] , 

entweder ein Minimum zeigen können, und auf einen 
stabilen Zustand des Moleküls hinweisen, oder, von 
R = oc kommend, monoton ansteigen, so daß sich 
dann die beiden Atome für alle Abstände abstoßen. 
Bekanntlich wird im stabilen Fall die minimalste 
Energie, welche für R = R() (Bindungsabstand) er-
reicht wird, vermindert um E für R = oo , als Bin-
dungsenergie bezeichnet, aus der sich durch Berück-
sichtigung der Nullpunktsenergie die Dissoziations-
energie bestimmen läßt. 

Wir haben in Abb. 1 die beiden Grenzenergien 
entsprechend (22) und (50) mit W r° und Wr°° be-
zeichnet, und man muß von einer vereinigten Theo-
rie erwarten, daß sie die beiden Forderungen (29) 
und (54) für beibehält; also 

(65) 

bzw. auch 

0 . 
(65 a) 

<P — äßoo , 

Das heißt aber, daß die Gesamtmolekülfunktion Q j 
(Zustand j) im Sinne des Punkts 1. oben, für die 
beiden Grenzfälle ebenfalls in die beiden Funktionen 

i Csj Csj cps°°, 
s s 

bzw. s = s (r , / . ) 
lCrjcPro, 

(66) 

nach (20) und (49) übergehen muß, wobei < p s < p s ^ 

und (pr°,(pr° für zweiatomige Moleküle a —b die 
strengen (genäherten) Funktionen für die getrenn-
ten Atome a . . . b und für das vereinigte Atom (ab) 
darstellen und r die einzelnen Zustände numeriert. 

I C r l (Pr 

A b b . 1. 

wie dies in Abb. 1 angedeutet war. Sollen daher in 
(66) nur eine endliche Anzahl von Energietermen 
(Abb. 1) berücksichtigt werden, etwa M , so ist 
genauer 

.1/ M' 

Crj cpbzw. Csj cps 



zu schreiben, wobei wegen der evtl. Aufspaltung der 
Terme des vereinigten Atoms (s. A b b . 1) M' ^ M 
sein kann. 

Betrachtet man vorerst den Grundzustand eines 
zweiatomigen Moleküls, so ist in diesem Falle für 
die Molekülfunktion 

w1 = a1 cp^ + a2 cp±— ( 6 8 ) 

zu setzen, worin cp,0 und c p d i e Bedeutung nach 
(66 ) haben. Das Säkularproblem zur Bestimmung 
von o t , a2 und der Elektronenenergie E führt zu 

(Hn - Mn E) ax + (.HX2 - M12 E) a2 = 0 , 

(H2l - M2l E) a, + (H22 - M22 E)a2 = 0 

Hn—Mn E H12-M12E 

HOI — M21 E H22-M22E 

und die Elemente H , , und M e r g e b e n sich als die 
Integrale 

H 1 2 = H 2 1 = w ^ r ) , M12=M21=«*, cp-), 

H22 = (cp-*, H cp-), M22 = (cp-*, cp-). 

( 7 0 ) 

mit 0 , 

( 6 9 ) 

( 6 9 a) 

Aus (69 a) ergeben sich dann zwei Lösungen EyX\ 

Ei ' - ' , die mit ihrem typischen Verlauf neben den 
Kurven von Hn und H22 in A b b . 2 gezeichnet sind, 
und von denen nur der tiefste Energiewert 
physikalisch von Interesse ist. 

Abb. 2. 

Dieser nämlich geht für R —> 0 bzw. R — 0 0 in die 
exakten Energien der vereinigten und getrennten 
Atome über und stellt eine Näherung für die strenge 
Elektronenenergie EX(R) ( A b b . 1) des Moleküls a - b 
dar. E i ^ ergibt sich, wenn cp,0 und cp,— normiert 
vorausgesetzt werden ( M n = M22 = 1, M12 = M.n = M) 
analytisch zu 

£ { 1 ) = H n + H22-2MHx2 _ j 
1 2 (1 - M - ) 

Hn + H22-2 M i/12\2 _ Hn H2,-Hl22 

2 (1 —M2) / 1 —M2 

oder audi 

2(1 -M2) 
(Hn+H22-2MH12) - (Hn — H22)2(l - M2) + [2 H12 - M(Hn + H22) ]2 

( 7 1 ) 

( 7 1 a ) 

Bei der Berechnung der Elemente der Matrizen $ und 9J? nach ( 7 0 ) wird dann wieder in ähnlicher Weise 
wie in ( 3 3 ) und ( 5 5 ) vorgegangen, wobei darüber hinaus noch die Integrale 

[ i i 0 ] 12 = (<PI°°*, v 0 <P!°) , [ ü 0 ] „ = ( ? > * , Vo i i ° ) , 

[ H o d 12 = ( < P I 0 * , < P R ) , [ I M 12 = ( i , F o o c p - ) 

in [.S5]i2 = ^ i 2 auftreten. 

H = | ( c p r ^ v n - w . - M ^ + t i r ^ V o c i n = i f 1 ~ M 1 2 + [ ü o o ] 1 2 , 

l (cp-*, V cp, 0) ^ M12 + ( v r * , Vo Vi0) = » Y ^ 1 2 + [ f i 0 ] 12 • 

( 7 2 ) 

( 7 2 a) 

Führen wir die Abkürzung 

P i ( Ä ) = 
a, Hn—Et i1) =ME1(1)-H21 

at M E t ? ) H ^ - E ^ 1 ) 

lim p,(R) = 0, 
R-+ 0 

lim p,(R) 
R-+ 00 

( 7 3 ) 

( 7 5 ) 

Wie in ( 6 8 ) und ( 7 4 ) kann man auch für die an-
~ geregten Zustände E; (i = 2, 3, . . . , M') verfahren, 

mit nach (71 a) ein, so läßt sich ( 6 8 ) normiert M a n hat dann mit 
schreiben 

q>l0 + P1(R) cpx°° 
1/1 + 2 Pl(R) M + Pl2(R) 

oj,(a-b). ( 7 4 ) co,- = <Pi°+Pi(R) cpi-

j /1 + 2 pi (R) Ml2(i) + pi2\R) 
( 7 6 ) 

P j ( / ? ) verschwindet für R —> 0 und wird unendlich, zu rechnen, wobei M12^ nach ( 7 0 ) mit den Funk-
wenn R gegen Unendlich geht. tionen cpi0 und cp — gebildet wird. Entsprechend ist 



Pi(R) aus Ei(V) und den H ik(l> berechnet, so daß auch 
wieder die Beziehungen (75 ) für p-,(R) gelten. 

Nachdem so die einzelnen Funktionen co,- bestimmt 
worden sind, wird schließlich die Gesamtmolekül-
funktion in der Form 

ü j = V CjiOJi (77 ) 
i = 1 

angesetzt, die nun, wegen dem Verhalten der p,(R), 
den Bedingungen (66 ) genügt. Die mit (77 ) zu er-

mit den Elementen ? [TU] ik , [<!Po] ik u n d 
[^oo];a- nach ( 2 5 ) , ( 3 1 ) , ( 5 1 ) und ( 5 2 ) , sowie den 
[<<0.i/];a- u n d [<S3.i/],a- wie f o l g e n d d a r g e s t e l l t , 

[£.,/] ik = wr- -H <f n , [%m] ik = i<pr\w <pk°) 
und • (80 ) 

[3W.w] ik = (Vi0*, [ 3Ä .w] ik = (<Pi°°*, <Pk°) . 

Die weitere Behandlung von ( 8 0 ) führt dann auf 
Integrale, die ähnlich denen von ( 7 2 ) , (72 a) ge-
baut sind. 

Für R —*• 0 bzw. —>• gelten wieder die Bezie-
hungen ( 2 6 ) , ( 2 9 ) , ( 5 4 ) , während die Matrizen 
( 8 0 ) für R - * - - * : verschwinden. Zusammen mit dem 
Verhalten von p-,(R) ist mit ( 7 7 ) , ( 78 ) und (79 ) 
erreicht, daß die beiden Grenzfälle, die getrennten 
Atome und das vereinigte Atom, für den Fall /V = 2. 
mit Hilfe einer Gleichung beschrieben werden, und 
alle Rechnungen relativer Elektronenenergien, wo-
bei in (79 ) und (80 ) wieder Näherungsfunktionen 
Verwendung finden, bezogen auf die beiden Grenz-
fälle, durchgeführt werden, und 35>0 sowie aus 
den Atomspektren der Atome a. b und (ab) zu ent-
nehmen sind. 

Bezüglich der Termaufspaltung (67 ) ist zu be-
merken. daß im Falle A / ' > A / die Funktionen (p ® 
je nach Aufspaltungsgrad mehrfach in einigen oj, 
vorkommen, wenn der Zustand E, für /? —> oo auf-
spaltet. 

Bisherige Rechnungen des Grundzustandes für H 2 

und H., nach ( 7 4 ) ergaben, wenn für H2+ die Nähe-
rungsfunktionen 

haltende Säkulardeterminante 

| $ - £ | = 0 ( 7 8 ) 

erlaubt jetzt die approximative Bestimmung der Zu-
stände E ; , wenn in den Integralen mit V0 und V x 

in [ ip ] a- Näherungsfunktionen OJ; verwendet werden. 
Wegen p;(R) gelten auch für und ül)t die Bezie-
hungen ( 6 5 ) , (65 a) für die Grenzübergänge. Im 
einzelnen ist 

( 7 9 ) 

(81) 
< c = Stelle des vereinigten Atoms He+) 

5 = / ' e - C a + ^ d r 

mit 
W ™ = - 0 , 5 at. E. und IF / ' = - 2,0 at. E. ( 8 1 a ) 

verwendet wurden 3 2 , als Werte für die Bindungs-
energie — 1,95 eV bei einem Kernabstand von 
2,3 at. E. und für H 2 als Näherungsfunktionen 

ff 0 = e - ^ ' c i + rr2), = i . 7 o , ( 8 2 ) 
71 

(c = Stelle des vereinigten Atoms He) 
e-(>ai-l-rb2) -)- e - C ^ + rhi) 

? r = 
711/2(1+ s2) 

und 

= - 1,0 at. E., = - 2 ,903 at. E. (82a) 

die Werte — 4 ,73 eV 33 beim Kernabstand von 1,46 
at. E. Die wirklichen Werte betragen — 2 ,78 eV 
(2 ,0 at. E.) und — 4 ,74 eV (1 ,40 at. E . ) . Die Über-
einstimmung beim H2 -Molekül ist sehr befriedigend, 
während diese beim H2 + -Ion weniger gut ist. Dies ist 
darauf zurückzuführen, daß gerade im H2 +-Molekül 
die Voraussetzungen für eine erfolgreiche Anwen-
dung der Methode nach ( 8 1 ) am wenigsten erfüllt 

:,:t In der Arbeit 32 wurde als Einheit der Energie (atomare 
Einheiten) —27.08 eV verwendet, während hier der bes-
sere Werte — 27.206 eV bei der Umrechnung benutzt 
wurde. 

[£],•& = (co*, Ji ojk) [S\]ik+Pi(R) [$M]ik+Pk(R) \\)u]ik+Pi(R) p/AR) [Öool ik 
{ [1 + 2 Pi (R) M 1 2 ( 0 + p;2 (Ä ) ] [ 1 + 2 Pk(R) M it(*> + pk~ (R) ] }'!'• ' 

f W l , = (,» * „> ) _= \^lik + Pi(R) Wu]ik+Pk(R) \mu]ik+p;(R) p&(Ä) [SHl«. ]^ 
L J'* 1 ' ' ''' {[l+-pi(R) M12i+piHR)][l + 2pk(R) M19ß) + p&* ( * ) ] } • / . 



sind, da sich die wirkliche Ladungsverteilung des 
Elektrons nur schwach wasserstoffähnlich um die 

beiden Zentren verhält und tatsächlich auch ( f ^ im 
allgemeinen Variationsverfahren ein schlechter An-
satz ist : {4. 

3. Die Verallgemeinerung für mehr als zwei 
Zentren (Verfahren der Atomassoziationen) 

Von einer Formulierung des Verfahrens für eine 
beliebige Anzahl von Atomen muß mindestens er-
wartet werden, daß ihre Darstellung einmal für 
Rin —> oc in die MoFFirrsche Form 1 übergeht, zum 
andern muß sich für /? ; . „ -> 0 die Methode des ver-
einigten Atoms (Bingel2 ) ergeben. 

Zu diesem Zweck seien einige neue Definitionen 
und Betrachtungen vorangestellt: Liegen N Atome 
vor, die jeweils ni (/. = 1, 2, . . . , V ) Elektronen 
haben, so lassen sich eine Reihe von hypothetischen 
und vereinigten Atomen in der Weise bilden, daß 
an Stelle des A'-atomigen Moleküls hypothetische 
Systeme mit gleichen n und mit einer kleineren An-
zahl von Atomen treten, die wir, wenn die Atome 
unendlich weit entfernt sind, als Grenzzustände des 
wirklichen Moleküls auffassen können, und die auch 
zur Beschreibung der wirklichen Molekülzustände 
herangezogen werden sollen. Solche Grenzzustände 

werden, entsprechend ihrer Struktur, als Atom-
assoziationen bezeichnet. 

Der Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, daß 
wir in den Grenzzuständen nur freie Atome vor-
liegen haben, wie dies schon in den oben angeführ-
ten Methoden nach M o f f i t t und B i n g e l der Fall 
war, wobei zwei der zahlreichen Assoziationen, das 
vollständig vereinigte Atom und die getrennten wirk-
lichen Atome darstellen. 

Die jeweils vereinigten Atome liegen, entsprechend 
( 4 7 ) , in den Ladungsschwerpunkten der Atome, aus 
denen sie sich zusammensetzen. 

Liegen beispielsweise vier Atome a, b, c und d 
vor, so lassen sich 15 Assoziationen bilden, die wir 
wie folgt beschreiben wollen, 

(a|b'cjd) ; (a bed) ; (bjaed) ; (cjabd) ; (djabc) ; 
(ab c d ) ; (adjbc) ; ( ac jbd ) ; (a|b|cd); (c|d|ab) ; ( 8 3 ) 
(a|c|bd); (a d b c ) ; (bjdjac) ; (c b ad) : ( abcd ) , 

wobei u. a. (a|cjbd) bedeutet, daß diese Assoziation 
aus zwei Atomen a, c und dem vereinigten Atom 
(bd) besteht. Die dazugehörigen Funktionen dieser 
Grenzzustände sind dann 

<I> (a|b]c|d), (I> (ajbed) usw. (84) 

die ausführlich so geschrieben werden (7;. Atom-
funktion des /.-ten Atoms) : 

'/>(a|c|bd) =A ( - \ )pw P,„(pA{ 1. n:x)(f,(ntl + 1 , . . . , / ? . , +n ( . ) 7 , , , , (n ; l + »,. + 1 /;) , (85) 

m 

n = n:l + ii\) + nr + n,\ , A — Normierungskonstante . 

Entsprechend die anderen Assoziationen. Allgemein ist 
(P (A|//jo|)-...) = A ( — 1) p"i Pm <(•/. (pu (pr, 7 n = + n„ + nn + n, . . . . (85 a) 

m 

Die Darstellungen entsprechen genau denen von (21) im Rahmen der Methode der getrennten Atome. 
Speziell sind (Z>(a|b|cjd) und 0 ( a b c d ) die Funktionen zu den beiden Verfahren im Abschnitt 2, 

(P (abed) = 7>ai)cd (1 . . . « ) , (86 ) 
(P (a'b|cjd) 

= A __ ( - I)75"' P,n Va(l • • • » ; l ) 9°ii("a + 1 • • • + »i,) <pe(n a + nh + 1 ... n;l + 711, + 71,.) 7 ,i(«a + »i, + nr + l ...n), 
VI 

und man kann ebenfalls angeregte und Ionenzustände berücksichtigen, indem wir (PS setzen, wobei s wie-
der, wie in ( 2 1 ) , von allen Zuständen (r) (Quantenzahlen) der Atome abhängt. 

Vorerst wollen wir wieder 7 ;./ als strenge Lösung 
des /.-ten Atoms ansehen und allgemein <PS(K) 

3 4 B . N . F I N K E L S T E I X U. G . E . H O R O W I T Z . Z . P h y s . 4 8 , 1 1 8 [ 1 9 2 8 ] . 

schreiben, wenn (PS(K) die Eigenfunktion der Ä-ten 
Assoziation darstellt. Ebenso übernehmen wir (27) 
und ( 4 8 ) , indem wir uns ÜH in die Form 

y[ = H(K) +V{K) ( 87 ) 



zerlegt denken und J J ( K ) der HAMiLTON-Operator 
zur /t-ten Assoziation ist. Lassen wir dann alle R?.„ 
zwischen nichtassoziierten Atomen gegen Unendlich 
gehen, so verschwindet V (K). Sei beispielsweise 
K = (a|cjbd), so gilt 

V(K)-+ 0 für Ä a i ; - * c c , tfc.bd-^ ( 8 8 ) 

mit H(K) = Ha + H, + Hhil (88 a) 

und 
«a «a 

nc 1lr 

V y ' < 8 8 b ) 
i = l Jfc=i+1 r , k 

a>< / = 1 jfc=i+l " " 

nach ( 1 8 ) . Ferner gilt nach (22 ) 

H(K) 0s(K)=Es(K) <PS(K), ( 8 9 ) 

wobei speziell für ( 88 ) die Summe 

Es{K)=W.^r+W,,r+WhA.r, s = s{r, a , b , c ) ( 9 0 ) 

auftritt. 

Die Funktion p(R), die nach ( 7 5 ) immer zwi-
schen zwei Atome definiert ist, soll jetzt allgemein 
für den Fall / V > 2 zwischen je zwei Atomen / und ju 
definiert werden und wir schreiben 

als Faktor vor Qj' (n. N — 1) erscheint. (Von der noch an-
zuwendenden Antisymmetrisierung von cp^0 Qj(n',N — 1) 
sehen wir ab.) Also 

lim Qj(n,N) = <^„(1 . . . n,0) Qj(n,N- 1) . (95) 

3. Schließlich muß verlangt werden, daß auch für 
ein bestimmtes fi;.0„0 — 0 alle Assoziationen, bei denen 
die Atome / 0 und //() getrennt sind, verschwinden. 

«a 
h v\AX-

"a 
y 2a 

t=i rat 
Wc «r 7 

/ / ( .= •v Y 4 -/ / ( .= 
i = 1 1=1 rci 
«b + Mcl Wb + Wd 

#bd = - i V -
y 

i= 1 1 E = 1 

Diese drei Forderungen erfüllt der Ansatz 

Qj(n,N) = 
/ 

(96 a) 

vf^vtiR^) ( 9 1 ) 

mit der Bedeutung von p;.^ nach ( 7 3 ) und ( 7 6 ) . 

• ( 9 2 ) 

Nach diesen Vorbereitungen besteht nun der nächste 
Schritt darin, die Atomassoziationen (P^(K) der 
N Atome, mit insgesamt n Elektronen, so zu einer 
Gesamtmolekülfunktion Qj(n,N) zusammenzubauen, 
daß diese 

1. für /?;.«-*- 0 oder /?;.„—> in die Darstellungen 
der beiden Verfahren im Abschnitt 2 übergeht und 

2. wenn eines der Atome (z. B. / 0 ) des Moleküls 
weit entfernt wird, für 

// = 1. 2, . . . , V — 1 , (93) 

lim Qj (n. N) = Qj', (94) 

die Darstellung für Qj in der Form so erhalten bleibt, 
daß dann nur die Assoziationen für N — 1 Atome (ohne 
/.0) in Qj'(n',N— 1) (n tj;.0) auftreten, und (p0 

mit 

°>i(n, v) =(ZniPnipsLr (K \ Ljr^ZnP * t ( K ) , 
\K,L I K 

i = i (/) ; i = i ( l ) , (96 b) 

wobei SU'(K\L) = (0*(K),0(L)) , ( 97 ) 

(98 ) 
(Ä) 

n K = n 

und im Produkt in ( 9 8 ) nur die pfy miteinander multi 
pliziert werden, deren Abstände R/.u in der Assozia-
tion K zu getrennten Atomen gehören. Auf i = i(l), 
i = i (l) kommen wir später noch zurück. 

Für K = (ajcjbd) nach (83 ) ergibt sich beispiels-
weise 

HK = Pao Pub Pud Pcb Pcd ( 99 ) 

oder n K = 1 für Ä' = (abcd) ( 1 0 0 a ) 

a,b,c,d 
und nK= [ I P;„ für K= (a[b|cjd). ( 1 0 0 b ) 

Die Bestimmung der Cj/ in (96 a) führt wieder auf 
ein Säkularproblem 

| H,j - Sjj E | = 0 , V CU(HU - E) = 0 ( 101 ) 
i 

mit Hu = (co*, 7i co j), S,7 = {co*, cüj). ( 102 ) 

Ehe wir auf die Berechnung der Integrale ( 102 ) 
eingehen, soll Q(n,N) für /V = 3 (a, b, c) näher 
diskutiert werden, wobei wir uns vorerst auf den 
Grundzustand ( 7 = 1 ) beschränken wollen. In diesem 
Falle können 5 Assoziationen geschrieben werden, 

( a b c ) ; (abjc) ; (ac|b) ; (bc|a) ; (a|b|c) ( 103 ) 

K = (1 ) (2 ) (3 ) (4 ) (5 ) 

und es ergibt sich 



<0,(71, 3) = A 1 (0(abc) + Pac Pbc ^ (ab|c) + pai,p(.b ^ (ac|b) + p b a Pca # ( b c | a ) +p a bPi .cPac # (a|b|c ) } ( 1 0 4 ) 

mit A2 = { 1 + 2 p a c p b c 5 ( 1 j 2 ) + 2 pa l ) p c b 5 (1J 3) + 2 p b a p c a 5 ( 1 1 4 ) + 2 p a b p b c p a c 5 ( 1 1 5 ) + p a c p L 

+ 2 Pab Pac P a 5 ( 2 | 3 ) + 2 p c b p a b P a c 5 ( 2 1 4 ) + 2 p a b pJe p a 5 ( 2 1 5 ) + Pab Pcb ( 1 0 4 a ) 

+ 2 Pel, Pca Pab 5 (3 j 4 ) + 2 p a c pab Pcb 5 ( 3 | 5 ) + p f b p^a + 2 Pbc P ab Pac 5 ( 4 | 5 ) + p a c p a b Pcb } • 

Wie leicht zu sehen ist, wird die Forderung 1) wegen 
(75 ) durch ( 1 0 4 ) erfüllt. Läßt man das Atom c 
nach Unendlich gehen, 

( 105 ) 

so ergibt sich die Form (74 ) mit <pc als Faktor, 
denn man erhält 

lim 0 J l (n, 3 ) = 0 ( a b 1 c ) + P ; l b 0 ( a : b 1 c ) = 
U l + 2 Pab 5 ( 2 / 5 ) + p a b 2 

(106) 

und in den vorkommenden Assoziationen 

<fi(ab\c)=AY(-l)ri„lPmcpccfilh, 
TO 

( 1 0 7 ) 
0(a|b|c) = A ' X ( - l ) P > » P , n < P c n V , 

m 

(A, A Normierungskonstanten) 

tritt in den Produkten cpc auf. wobei noch, wegen 
der Antisymmetriesierungsforderung, die Permuta-
tionen Pm angewendet werden müssen [vgl. ( 9 5 ) ] . 
Ebenso erhält man auch für oo , R.t|, —v rv 
oder /?ba->- ^ , R\,c—00 die für ( 106 ) entspre-
chenden Funktionen 0J1el)-a oder o>j c a 'h . Um den 

und es ist Rab = Ry,c = /2bjCa der Abstand zwischen b 
und dem vereinigten Atom ( c a ) , welches im Schwer-
punkt von c und a liegt. 

Nach (91 ) und (92 ) ist pku(Rxu) nur für zwei im 
Molekül ivirklich vorkommende Atome /. und // 
definiert, also nur zwischen Atomen, die sich für 

oo ergeben. Verlangen wir von ( 1 1 1 ) , daß 
es in die Form nach (74 ) übergeht, so ist damit 
eine Bestimmung von pb.ca(^iva) gewonnen, denn 
allgemein für 

vt , . ) P ! 2 ( X ,,c) = V(?M,<*) ( i i 2 ) 

geht ( I I I ) in 
0 ( a ' h ) +Pba ' (ß l » . a ' ) f / J (a '|b) ^ ] 

} / l + 2 Pba ' (Äb .a ' ) 5 ( a ' c ; a ' ! b ) + p b a ' 2 ( « b > a ' ) 

Zusammenhang von 0J1ab 'c mit co, = co, (a — b ) nach 
(74 ) 

o j j a b ' c = <pc co, (a — b ) ( 1 0 8 ) 

klarer zu zeigen, muß beachtet werden, daß nach 
(85 a) 

5 ( 2 | 5 ) = 5(ab|c; a|b|c) ( 1 0 9 ) 

= A Ä V ( _ \)Pm J Pm cp.lh (pc 99a cph cpc dra dr b dr c 
m 

gilt, und wegen der vorausgesetzten Normierbarkeit 
von cpc über alle n c (dr ( . ) integriert werden kann. 
Daraus folgt 

5 ( a b [ c ; ajbjc) = 5 ( a b ; ajb) . ( 1 1 0 ) 

Es lassen sich daher die Überlappungsintegrale 
S(K\L) in ( 9 6 b ) im allgemeinen auf Integrale 
zurückführen, die die Überlappung von Assoziatio-
nen mit einer geringeren Anzahl von Atomen be-
rechnen. Für die Darstellung ( 9 6 ) gilt ( 95 ) auch 
für eine höhere Anzahl von Atomen, wenn eines 
entfernt wird. 

Andererseits ergibt sich aus ( 1 0 4 ) , wenn a und c 
zusammenfallen ( / J . 1 ( , ->0 ) , 

(HD 

über, wenn a' an Stelle des vereinigten Atoms (ac) 
steht. Damit ist auch die letzte Forderung 3) erfüllt. 

Vereinigt man von N Atomen schrittweise je zwei 
Atome, so bleibt unter Beachtung von (112 ) die 
Form (96 b ) von coj erhalten. Dies gilt auch dann, 
wenn sogleich drei oder mehr Atome vereinigt wer-
den, da dieser Vorgang als eine mehrfache Anwen-
dung von ( 1 1 2 ) aufgefaßt werden kann, z . B . 

ftnr / L'/., /i V /ioi> ) Px, n (R?., //CSV ) ( 1 1 4 ) 

= V>.,R (R)., ITNR) P?.,/IN (R-, , /INV) p/., /INV (R-, , /IOV) • 

Nach der Definition von co, nach (96 b ) bleiben nur 
die Assoziationen übrig, welche das vereinigte Atom 
ficsv enthalten. Die Verhältnisse bleiben auch be-

j i m 0 ) = ^ ( a b c ) + p a b ( « b . c a ) Pbc(ÄI>.ca) <2>(ac|b) 

l / l + 2 pab (Rh, ca) Pbc (Rh, ca) 5 (1 | 3) + Pub2 (Rh, ca) Pbc2(Rh, ca) 



stehen, wenn mehrmals zugleich zwei oder mehr 
Atome assoziiert werden. Die einzelnen Schritte las-
sen sich dann wieder durch ( 1 1 2 ) und ( 1 1 4 ) auf-
bauen. 

Bemerkenswert ist auch der Ubergang, in welchem 
von den N Atomen eine Reihe von mehreren Ato-
men, die untereinander zusammenbleiben, entfernt 
werden. 

wenn die vier übrigbleibenden Assoziationen für 
K = 1, 2. 3 und 4 mit 

(abjcd) für £ = 1 , (ajbjcd) für K = 3 , 

(abjcjd) für K = 2 , (ajb|c|d) für K = 4 

bezeichnet werden. 
Beachtet man in ( 1 1 6 ) die Beziehungen (85 a) 

und ( 1 1 0 ) für <P(K) und S{K\L), so läßt sich, wie 
es sein muß, ( 116 ) in der Form eines Produktes 

lim co1(n, 4 ) = o j 1 ( a - b ) c o ^ c - d ) ( 1 1 8 ) 

schreiben, in welchem die co1(a — b ) und f J j ( c — d ) 
Funktionen nach (74 ) und ( 1 0 8 ) sind. 

o) (a — b ) = ^ ( a b ) + P a b ^ ( a | b ) 
j / 1 + 2 Pab S (ab ; a | b ) + Pab2 ' 

Ü)t (c - d ) = * ( c d ) + P c d * ( c ] d ) ( 1 1 9 ) 

j / 1 + 2 pcd 5 ( c d ; c | d) + P c d 2 

Damit ist ein Vorgang beschrieben, der, wenn die 
Systeme a — b und c — d stabil sind, in der Trennung 
des Systems a, b, c, d in zwei Moleküle (ab) und 
(cd) besteht, ebenso wie in ( 1 0 6 ) die Trennung 
des Atoms c vom System a, b, c vorliegt. 

Der Übergang ( 1 1 5 ) bis ( 1 1 9 ) gilt allgemein, 
wenn Teilsysteme von co1(n,N) untereinander ent-
fernt werden. Etwa 

lim o)j (n, N) = o)1 (a — b ) ol (c — d) o)1 (e — f ) . . . 
(120) 

oder allgemeiner 

lim cox{n, N) =(o1(iu,Nn) 

• c)1 (n — nn, N — Nn) , (121) 

wenn Na Atome, mit zusammen n0 Elektronen, von 
insgesamt N Atomen abgetrennt werden. 

Zu den iRi.n) muß noch bemerkt werden, daß 
für das prinzipielle Verhalten von (96 ) eigentlich 

Als Beispiel seien vier Atome a. b, c und d an-
genommen, deren Assoziationen in (83 ) aufgeschrie-
ben wurden, und es sollen a, b. und c, d so entfernt 
werden, daß die Abstände RAi, und RRI\ endlich blei-
ben. Also der Übergang 

R-Mi x , ^ • ^ , R\„\-+ oo . ( 1 1 5 ) 

Aus (96 b ) folgt dann für ot(n. 4 ) 

(116) 

nur die Forderungen (75 ) an alle gestellt zu 
werden brauchen. 

Nimmt man in (98 ) für P^J, (R/.U) beliebige Funk-
tionen von /;.„(/?;.») an. so ist die Annahme, daß 
diese Funktionen durch (92 ) definiert werden, auch 
insofern berechtigt, wenn man die sinnvolle Forde-
rung (95 ) an co j stellt. Läßt man also alle Atome 
bis auf zwei ( / , / / ) nach Unendlich gehen, so muß 
von Q erwartet werden, daß es in ( 7 7 ) übergeht. 
Damit sind die Grenzwerte für F(R) vorgegeben, 
indem dann /a.« (/?;.») = p;.,< (RÄ„) sein muß. 

Noch allgemeiner kann 7 7 ^ von (98 ) als belie-
bige Funktion F(R;,,) aller RX„ angenommen werden. 
In diesem Falle werden durch Forderungen an Q , 
z . B . die Beziehungen ( 1 0 6 ) , ( 1 1 3 ) , ( 1 2 0 ) oder 
( 1 2 1 ) , gewisse Grenzverhalten von II/v- vorgeschrie-
ben, wobei u. a. für den Übergang, daß alle Atome 
bis auf zwei ( / o ? / ' o ) übrig bleiben. 

UUK (122) 

gelten muß, und K und L die Assoziationen sind, 
in welchen alle Atome entfernt { K ) , oder nur /.„ 
und / / 0 vereinigt sind (L). 

(96 ) ist daher eine Lösung, die die wesentlichsten 
Forderungen, wie oben besprochen, befriedigt und 
auch die Bedingung (122) , durch welche die /;;.„(/?;„) 
nach (92 ) bestimmt werden. 

Der Produktansatz für / / ^ nach (96 ) kann daher 
auch so interpretiert werden, als wäre angenommen 
worden, daß p;.„ ( / ? ; „ ) , welches an der ungestörten 
Wechselwirkung der Atome /. und u bestimmt wird, 
durch Annäherung der anderen Atome nicht verän-
dert wird. Wie die chemische Erfahrung zeigt, ist 
das im allgemeinen eine berechtigte Annahme, da 
sich die Gesamtenergien von Molekülen in guter 

lim o ) j ( n , 4 ) = Ax {<[> (\) + p c d 0 ( 2 ) + pllh 0 ( 3 ) + p a b p c i , 0 ( 4 ) } 

mit Ä2 = {1 + p ah + pia + ptb Pcd + 2 [ 5 (1 | 2 ) + 5 (3 14) ] p.lb p,(1 + 2 p:il, pf.a 5 ( 1 1 3 ) 

+ 2 p c d pjib-5(1 I 4 ) + 2 pc j 5 ( 2 | 3) + 2 p,h 5 ( 2 14) } , 



Näherung als Summe von Energien zwischen zwei 
Atomen (Additivität der Bindungsenergien) ergibt. 
Auch die Abstoßungskräfte können im wesentlichen 
als additiv bezüglich der Kräfte zwischen zwei 
Atomen angenommen werden. 

Im Hinblick auf die angeregten Zustände (•)/ ( / > 1) 
in (96 ) und der damit auftretenden / / ^ und p ^ (/?;,,) 
muß festgestellt werden, daß es grundsätzlich schon 
ausreicht, für alle pj$ 

p%(R,„) p^(R>,,) ( 1 2 3 ) 

zu setzen. Nun ist es bei der Anregung eines Mole-
küls im allgemeinen möglich, Atome zu bestimmen, 
zu denen die angeregten Elektronen in Näherung 
zugehörig betrachtet werden können. Dies können 
in der Regel ein Atom (angeregte Elektronenpaare, 
Chromophore ) , oder höchstens zwei sein (Anregung 
von Bindungselektronen). Damit werden nach (85a) 
die Berücksichtigung von Gesamtatomfunktionen </ 
angeregter Atomzustände erforderlich. Die damit 
aufgebauten Atomassoziationen wurden in (96 ) mit 
(I}i(K) bezeichnet. 

Hat man sich für die Annahme einiger angeregter 
Zustände (/.0) mit p^,,(Rxf,) (/(> 1 , 2 , . . . ) entschlos-
sen. so könnten einmal nach ( 1 2 3 ) die px„(R) ge-
setzt werden. Eine bessere Näherung ist es aller-
dings, wie oben schon erwähnt, wenn alle px,,(R). 
die eines oder zwei Atome der /,, enthalten, durch 
p(;'o/4 (R) ersetzt werden, und für alle übrigen weiter-
hin ( 1 2 3 ) gilt. In diesem Sinne ist i = i(l) in (96 ) 
bis ( 98 ) zu verstehen. 

Würde entsprechend (96 b ) 

o)t = A &.(K) mit i = i(l) ( 124 ) 
K 

gesetzt, und die C V " aus einem Säkularproblem be-
stimmt werden, so ist nur der tiefste Eigenwert eine 
Näherung für den Zustand des Moleküls, der 
wegen den Voraussetzungen bezüglich <I> (ajb cjd . . . ) 
und 0 ( a b c d . . . ) für Rx,, —> oc und /?;.„—>() in die 
exakten Energien der getrennten Atome und des voll-
ständig vereinten Atoms übergeht. Die höheren Eigen-
werte sind dagegen, weil diese nicht für Rx,,—*- ^ 
oder 0 in die exakten Energiewerte der angereg-
ten Grenzzustände übergehen, schlechte Näherungen. 
Nur die Berücksichtigung aller Atomassoziationen 
(einschl. der angeregten Zustände) nach ( 1 2 4 ) , wel-
che zu sinnlos hohen Säkularproblemen führt, 

V 1 m f i = 1. 2 , . . . ) 
Q, = A^&£i0l(K), . . . . . ( 125 ) 

Ä l 7 = 7(0 J 

würde zum Ergebnis haben, daß einige der Eigen-
werte das gewünschte Verhalten für R,,, —*• 0 und 
/?;„—>- -v haben (Grundzustand und angeregte Zu-
stände), während die übrigen physikalisch ohne In-
teresse sind (vgl. A b b . 2 ) . 

Von einer Erweiterung der Verfahren des zweiten 
Abschnittes ist aber unbedingt zu verlangen, daß. 
wie in (65 ) , die Matrix ,S3 für Rx,, —* 0 und R) , —- -x. 
in die Diagonalmatrizen 35>0 und üfi?^ übergeht, was 
wir jetzt so beschreiben wollen. 

lim .Ö = 3 8 ( K 0 ) mit KN = (ajbjc|dj . . . ) , 
' ( ] 2 6 ) 

lim ,S3 = © (/-(,) mit L0 = (abcd . . . ) , 

wobei die Integrale H (K L), aus denen sich 
zusammensetzt, wegen (85 a ) , ( 8 7 ) , (89 ) und ( 9 7 ) , 
sich zu 

(<FI* ( K ) , H <I>J(L)) = H U ( K \L) ( 1 2 7 ) 

- E J ( L ) S N ( K \ L ) + (<I> * ( K ) , V ( L ) <I>T(L)) 

ergeben, und i, j die angeregten Zustände unterschei-
den. Dann ist. 

/ 0 \ 
$ü(K) E.y ( K ) , ( 1 2 8 ) 

\ o Er(K) ) 

wenn F Zustände des Moleküls berücksichtigt werden. 
Dies ist aber nur so zu erreichen, wenn in ( 1 2 5 ) 

eine Ordnung der (ßj(K) so vorgenommen wird, 
daß diese zu Gruppen zusammengefaßt werden, die 
physikalisch einem angeregten Molekülzustand zu-
geordnet werden können, und daß diese Gruppen, 
als Linearkombination der entsprechenden Assozia-
tionen, zu einem C/ gehören. Damit sind die „über-
flüssigen" Eigenwerte des Säkularproblems aus 
( 125 ) beseitigt, und es ist im einzelnen zu verlan-
gen, daß die Assoziationsgruppen, in der Form 
(124 ) angesetzt, den oben diskutierten Bedingungen 
genügen. Unter anderem wird ( 1 2 6 ) erfüllt, nämlich 
dann, wenn jede Gruppe in der Form 

* / ( * , ) + t f g * , (L.) 
(ot = , ( 1 2 9 ) 

| 1 + 2772 Ä (AVA,) + 77g 2 

angesetzt wird und von 77 g verlangt wird, daß 
I i m / / g = c o , lim 7 7 g = 0 ( 1 3 0 ) 

gilt, wie dies ähnlich für N 2 in ( 7 5 ) steht. Die 
Darstellung 

Q J = Y CJ, CO, ( 1 3 1 ) 
l 



mit Oii nach (129 ) wird aber noch eine grobe Nähe-
rung sein, denn man muß für / V > 2 auch erwarten, 
daß allgemein neben (126 ) auch die Bedingungen 

lim £ = ä g ( K ) (132) 
lV)_ir+ oo 

erfüllt sind, wenn alle / ? ; . , < — g e h e n , die in der 
Assoziation K zwischen getrennten Atomen auftreten 
können (der Strich in R weist auf diese Einschrän-
kung hin) . (129 ) muß daher erweitert werden und 
führt zu einer der möglichen Darstellungen, wie sie 
für o)( und Qj in (96) bis (98) angegeben sind. 

Damit ist eine Vereinigung der beiden Verfahren 
nach M o f f i t t und B i n g e l durchgeführt, die darüber 
hinaus, neben den erfüllten Bedingungen ( 1 3 2 ) . 
auch im Ansatz (96) beliebige Trennungen und Ver-
einigungen der Atome im Molekül richtig beschreibt. 

4. Zur praktischen Durchführung der Methode 

Die Elemente von ,Sr> ergeben sich mit (96) und 
(102) zu 

[£]/,„= (<»,*HOJM) ( 1 3 3 ) 

= (ß; Bj) ~1 V 77j? Il'jy Hu (K L). 
K, L 

wobei 

2 n $ n P s , r ( K \ L ) t 
K. L 
nt-1 / . (133 a) 

K, L 

und H,j{K L) in (127 ) erklärt ist. Es ist auch wie-
der z = / ( / ) , i = i ( /) und j = j ( m ) , sowie / j'{ni) 
angenommen worden [vgl. (96 ) und ( 1 2 3 ) ] . 

Ferner ist 

W , o ) m ) (134) 

= (B;Bj)-i Xntfn^siKlL) 
K, L 

mit [ 9 J i ] / / = l . Der erste Schritt wird im allgemei-
nen die Bestimmung der pxu(Rxn) sein, aus denen 
sich dann alle II k zusammensetzen. Beschränken wir 
uns vorerst auf den Grundzustand, so wären maxi-
mal (o ) pi,, zu bestimmen. Das sind beispielsweise 
für N = 4 oder 10, sechs oder 45 pxu-Funktionen. In 
Wirklichkeit sind diese Zahlen allerdings wesentlich 
kleiner. Als Beispiel für V = 4 und 10 betrachten 
wir das Formaldehyd H.,CO (I ) und die a-Amino-
säure C H , ( N H 2 ) C O O H " ( I I ) . In jedem Falle sind 
eine Anzahl der p;.„ gleich. So setzt sich (I ) aus den 

Atomen H, C und 0 zusammen, so daß die Bestim-
mung von pco , Peil > Po.H, Ph.H erforderlich w äre. 
Für (II) mit den Atomen H, C, O, N sind dagegen 
nur neun px« verschieden, nämlich pr.o , pc,H, Po.n , 
PH,h , PXH • Pc,x ? Poo , PCC und Pno , während pXN-
nicht erforderlich ist. Die Aminosäure ist ein Bei-
spiel mit vielen verschiedenen Atomen. Das Aceton 
(CH 3 ) ,CO ( I I I ) , ebenfalls mit 10 z. B., enthält 
ebensoviel verschiedene Atomarten wie (I) und be-
sitzt dagegen nur fünf p;«-Funktionen p r o , Pen , 
POH ? Pi i .h i Pc . c , sie wären, außer p<e alle schon 
für (I) zu bestimmen gewesen. 

Es sollte daher so vorgegangen werden, daß zu-
erst die wesentlichsten zweiatomigen Systeme berech-
net werden, aus denen sich u. a. die pxu ergeben, 
mit denen dann höhere Moleküle der Behandlung 
zugänglich werden. 

Aus k verschiedenen Atomen lassen sich k/2 {k + 1) 
verschiedene pxu bilden, so daß für die am häufig-
sten vorkommenden Atome in Molekülen, H, C, N 
und O ; 10 p;.„-Funktionen erforderlich wären. Es 
wird dann zweckmäßig sein, die berechneten p;.„ 
durch einfache Funktionen zu approximieren, da die 
77^ nach ( 9 8 ) , wie oben diskutiert, nur Näherungs-
werte darstellen. Allgemein ist zu sagen, daß nur 
beim Grundzustand die Berechnung der IIN mög-
lichst genau durchgeführt werden sollte, während bei 
der Mitnahme von angeregten Zuständen, gewisse 
Ungenauigkeiten in den II^j- durch die Variation 
der Cj/ in (96 a) korrigiert werden. 

Die Berechnung der H(K L) wird nach (127) 
durchgeführt, wobei sich E ( L ) als Summe der Ener-
gien der getrennten Atome in der Assoziation L er-
gibt, und aus den Spektren entnommen wird. Maxi-
mal treten hier 2 V — 1 Atome auf, deren Elektronen-
energien sich in der genannten Weise, je nach Asso-
ziation, zu E(L) addieren. 

Diese Zahl ist in Wirklichkeit meistens kleiner, 
da einige der vereinigten Atome untereinander gleich 
sein können. So errechnen sich für (I ) 15 Atome 
(einschließlich der wirklichen), während nur 10 
auftreten: H, (HH) = He, C, (CH) = N , 0 , (OH) F, 
(OH) = Ne, (CO) = Si, (CHO) = P und (CHHO) = S. 

Eine weitere Reduktion der notwendigen Atome 
kann auch dadurch erreicht werden, daß einige 
Atomassoziationen in o>/ weggelassen werden. Es 
wird im allgemeinen schon eine gute Näherung sein, 
nur die Assoziationen zu berücksichtigen, in denen 



sich bindende Atome vereinigen. So wären im Mole- statt 15, nur die Assoziationen 

k ü l (ab | c | d) = ( 1 ) , (bd J a | c ) = ( 3 ) 
c 

a - b ( 1 3 5 ) 
d 

(bc | a | d) = ( 2 ) , (a J b | c | d) = ( 4 ) 

zu verwenden und man erhält 

135 a) 

OJ, = A{phd Pac Pbc Pel Pad # ( 1 ) + Pi,a Pbd Pea Pol Pad # ( 2 ) + ( 135 b ) 

+ Pba Pi,c Pda Pdc Pac # ( 3 ) + p a b Pac Pad Pbc Phd Pel *1> ( 4 ) } . 

x . ) , und die Beziehungen ( 8 5 a) und Dieser Ausdruck geht, wenn d entfernt wird (/?,|a , /?,n,, /?,|t. • 
( 1 1 0 ) beachtet werden, in die Form 

lim co, = A'{pac phc <[> (ab | c ) + pba P,a ^ ' bc j a) + p a b p a c Pbc (a | b | c ) } <pd ( 1 3 6 ) 

über, die nach dem selben Prinzip wie (135 b) auf-
gebaut ist. Wie zu erwarten ergibt sich für Rv\,, 
/ ? b a — 0 0 ( 1 3 6 ) ein entsprechender Ausdruck, wie 
die exakte Form ( 1 0 6 ) für das System a b, wobei 
<pv , als Faktoren ( im Sinne der Antisymmetri-
sierung) auftreten. 

Geht /?!„.—> 0 in ( 1 3 6 ) , so erhalten wir den Mof-
FiTschen Ausdruck (vollständig getrennte Atome) für 
die beiden Atome a und ( b c ) , während sich aus 
( 1 3 5 b ) für R;lh-+ 0 

co, ~ <I> (bd ja je) ( 1 3 7 ) 

ergibt. Diese verkürzte Methode, die ebenfalls noch 
ein richtiges Verhalten zeigt, obwohl einige Grenz-
zustände fehlen, führt in ( I ) nur zum Auftreten 
von H, G, (CH) = N , 0 , (CO) = S i . 

Die Rechnungen werden im einzelnen entscheiden, 
wann eine solche Vereinfachung vorgenommen wer-
den kann; gegebenenfalls sollte noch das vollständig 
vereinte A t o m berücksichtigt werden. 

Es ist aber zu bedenken, daß die Ladungsvertei-
lung des vollständig vereinigten Atoms die Gesamt-
dichte des Moleküls am wenigsten gut wiedergibt 
und wie die Rechnungen bisher gezeigt haben, die 
Assoziation der vollständig getrennten Atome das 
meiste Gewicht hat, da sich in guter Näherung das 
Molekül aus seinen Atomen zusammensetzt. 

Die Berechnung der H (K L) nach ( 1 2 7 ) erfolgt 
in bekannter Weise wie in ( 3 1 ) und ( 3 5 ) unter 

Verwendung der Näherungsfunktionen (P(K) 

H(K j L) = E(L) S(K I L) + V(K L ( 1 3 8 ) 

mit 

V(K L) = (<P* (K), V (L) <I> (L)). ( 1 3 8 a ) 

wobei im ersten Glied rechts wie in ( 8 9 ) vorgegan-

gen, und dann die Näherungsfunktion 0 (L ) ein-

gesetzt wurde. Mit ( 1 3 8 ) ergeben sich damit 
und nach ( 1 3 3 ) und ( 1 3 4 ) . Die Ma-

trix 9Jc enthält in der Diagonale immer 1 und geht 
für alle Ubergänge nach Unendlich, wie auch für 
Rh, —>- 0 in die Einheitsmatrix über. Es gilt also 
[vgl. ( 1 2 6 ) , ( 1 3 2 ) ] 

lim m 
n ' ) . l r > c o 

lim $ = 3 Ö ( £ ) ( 1 3 9 ) 

1 . 2 . . . . ) 
und 

lim ,V> üfö (L 0 ) , lim m ]{,„-> 0 ( 1 3 9 a 

wenn L0 = (a | b | c | d . . . | . . . ) . <P (K) ist nach (85 a) 
allgemein 

^ ) ^ I ( - l ) P»> Pm h <P.» <P>' ~<P° • • • , 

n ----- m + n„ + riv + nc 

( 1 4 0 ) 

K= (;t|//|rjaj...), 

und für die genäherten Atomfunktionen cp}. cp,,. . . 
usw. könnten einmal nach ( 1 0 ) und Punkt a.) des 
Abschnitts 1, HARTREE-FocK-Funktionen in der De-
terminantendarstellung verwendet werden. Für die 
praktische Rechnung wird es allerdings bequemer 

det { # , ( . ) \ 1. 2, . . . , 77;.) ( 141 

analytische Einelektronenfunktionen zu verwenden, 
die entweder, mit Parameter versehen, durch eine 
Energievariation bestimmt weiden, oder S l a t e r -

Funktionen nach ( 1 5 ) sind. Auch Linearkombinatio-
nen von (p;(i) nach ( 1 4 ) , die die (I}s(i) bilden, las-
sen sich verwenden, wenn die Entwicklungskoeffi-
zienten entweder ebenfalls durch Variation berech-
net werden, oder bei Benutzung von Exponential-
oder G.uss-Funktionen (15 a) für <pj(i), diese so 



bestimmt werden können, daß die 0 S ( / ) den nume-
rischen HARTREE-FocK-Funktionen möglichst gut an-
geglichen sind. 

Ein Ansatz des Verfahrens der Konfigurationen-
wechselwirkung ( I I a ) dürfte dagegen kaum erfor-
derlich sein; einmal wegen dem großen Rechenauf-
wand. zum anderen ist ja die Methode der „ A t o m e 
in Molekülen" so abgestimmt, daß sie den Einfluß 

gewisser Vernachlässigungen in 7;. und somit in 

<P(k) abschwächt, indem in H(K L) ( 1 3 8 ) die 
spektroskopischen Werte E ( K ) verwendet werden 
(vgl . Anfang von Abschnitt 2 ) . 

Es ist vielmehr zu erwarten, daß für 7;. schon ein 
reiner Produktansatz, wie er im HARTREE-Verfahren 
üblich ist, und sogar für eine Reihe von Atomrech-
nungen schon gute Näherungen für die Gesamtdich-
ten liefert, hier ausreichen sollte. 

r,(l,2 , . . . m ) = I I / / ( / ' ) • ( 1 4 2 ) 

Die sind wiederum Einelektronenfunktionen, die 
entweder SLATER-Funktionen sein können, oder durch 
Energievariation bestimmt werden. Im Beispiel des 
HL,-Moleküls ( 8 2 ) wurde für das vereinigte Atom 
(He ) schon ein solcher Ansatz nach ( 1 4 2 ) verwen-
det, die Bindungsenergie änderte sich nur um wenige 
Prozent, wenn auch in den getrennten Atomen 
( H . H ) an Stelle von ( 8 2 ) die Form 

- 1 e x p [ - ( r ; l 1 + r „ , ) ] ( 1 4 3 ) rr 

benutzt wurde. Verzichtet man somit auf eine Anti-

symmetrisierung der Funktionen (fx, wie dies bei-
spielsweise, neben dem HARTREE-Verfahren, auch in 
der verkürzten Methode der Molekülzustände (vgl. 
Ende Abschnitt 1) der Fall ist, so ist es folgerichtig 

dies auch in (P{K) zu tun und man erhält für (P (K) 
nach ( 1 4 0 ) 

<P(K) = <fx( 1, 2 nx)q-;,(nx + 1 , . . . , nx + n„) 

• (p, (nx + /?,, + 1 , . . . / ? ; . + n„ + /?, ) . . . ( 1 4 4 ) 

mit 7;. nach ( 1 4 2 ) , also 

< I ) ( K ) = I I y / { j ) [ I # • ( £ ) . . . . ( 1 4 4 a) 
j = 1 f = tl;i + 1 

Mit dieser F o r m von (P(K) ergeben sich S(K\L) 

35 H . J. KOPINECK, Z . Naturforschg. 7 a . 22 u. 311 [ 1 9 5 2 ] . 
30 Hybridisierung. 

und V(K\L) in ( 1 3 8 ) als Produkte von Überlap-
pungs- a ) , Übergangs- ß) und Zweielektroneninte-
grale ; ' ) , 

=0 (x/ 'xi"), ß) ( y j l y j j . 

r) ( i n ? r l Xiry.f), ( 1 4 5 ) 

von denen y) maximal um vier Zentren definiert sein 
kann, während ß) höchstens dreizentrig auftritt. 
Hier schließen sich dann die Fragen nach dem ver-
wendeten / -Funktionstyp. und nach den damit auf-
tretenden Integrationsproblemen a n 5 ' 6 , auf die wir 
in diesem Rahmen nicht eingehen wollen. 

Wir hatten uns bisher auf den Grundzustand be-
schränkt. Bezüglich angeregter Zustände tritt prinzi-
piell nichts Neues auf ; es sei daher auf die Bemer-
kungen anschließend an Formel ( 1 2 3 ) (Abschn. 4 ) 
verwiesen. Wie viele angeregte Zustände sich behan-
deln lassen, wird u. a. auch wesentlich davon ab-
hängen, wie weit es möglich ist, aus der Vielzahl der 
(PS(K) diejenigen herauszufinden, die zu W / ( / > I ) 
gehören. 

Abschließend sei noch auf die Frage der Va-
lenzzustände eingegangen. Diese brauchen in 
( 1 3 9 a ) , wenn die Diagonalelemente von 3S>(Ä0) , 
Ä ( ) — (a b c d . . . ) , aus den Atomwerten zu ent-
nehmen sind, nicht berücksichtigt werden. 

Eine Berechtigung zu solchem Vorgehen kann 
z. B. aus einer Berechnung des N 2 -Moleküls gezogen 
werden 3 0 , die mit der Valenz-bond-Methode [7) in 
Abschn. 1 ] durchgeführt worden war. In diesem 
Falle lief die berechnete Energiekurve für / ? — 0 0 
nicht, wie die experimentelle, in den Grundzustand 
( 4 S) zweier Stickstoffatome ( — 4 ,12 at. E . ) , sondern 
in einen Zustand, der aus der Summe der getrenn-
ten Valenzzustände bestand. Da unsere Energiekur-
ven aber für / ? — i n die gemessenen Werte der 
getrennten Atome laufen sollen, muß obige An-
nahme gemacht werden. 

Ganz abgesehen davon, scheint der Näherungs-
standpunkt der gemischten Zustände 3 6 für Einzel-
atome eine recht zweifelhafte Näherung zu sein 
(vgl. 37 3 8 ) , die sich in den N2 -Rechnungen darin 
zeigte, daß die Energie des Valenzzustandes für 
R —>-oc einmal 1 eV oder das Doppelte betrug, je 
nachdem, ob das Stickstolfmolekül als 6 oder 10 
Elektronenproblem behandelt wurde. 

3 7 W. HEITI.BR , Helv. Chim. Acta 38. 5 [ 1 9 5 5 ] . 
38 Vgl. K . ARTMANX, Z . Phys. 1 4 9 . 2 9 9 [ 1 9 5 7 ] , 



5. Erweiterungen der Methode 

Wir wollen noch auf weitere Möglichkeiten hin-
weisen, Molekülprobleme zu behandeln, die sich aus 
dem bisher Gesagten ergeben. 

Für drei Zentren (a, b. c) hatten wir in ( 1 0 6 ) 
den Grenzübergang /? c a , RR\,, —> -v ( 1 0 5 ) vor-
genommen und die Funktion roj"1'-(' erhalten, die 
das System a — b, bei entferntem c, beschrieb, wobei 
die Atomfunktion (f\. multiplikativ zu o)t (a — b ) 
nach ( 1 4 ) auftrat. 

Lag ursprünglich ein System a - b —c vor. so be-
schreibt also oy*11''*' den Zustand 

a - b c . ( 1 4 6 a) 

Andererseits können wir das Atom a entfernen und 
erhalten 

a b - c ( 1 4 6 b ) 

mit OJ1 = OJ11,l'-a. Ist nun das System (a. b, c ) , im 
Gegensatz zu den Molekülen a — b und b — c, nicht 
stabil, so sind die Darstellungen ( 1 4 6 ) stabile 
Grenzzustände einer Reaktion (Substitution), die 
man allgemein durch 

c + b a ^ c b + a ( 1 4 7 ) 

beschreibt, und für deren Durchführung (z. B. von 
links nach rechts) eine gewisse Energie notwendig 
ist. die man als Aktivierungsenergie bezeichnet. (Ge-
nauer müßten die Nulipunktenergien von ( 1 4 6 a) 
und ( 1 4 6 b ) als Korrekturen herangezogen werden.) 

Mit der Formel ( 1 4 7 ) werden hauptsächlich drei 
Möglichkeiten beschrieben*9 . die man als nukleo-
phile a ) , elektrophile ß) und radikalische ;') Sub-
stitutionsmechanismen bezeichnet und etwa durch die 
folgenden Reaktionsverläufe wiedergegeben werden. 

a) c + ba — ( c b ) + a 

ß) c + ba - ^ - ( c b ) ~ + a 

;') c* + ba — ( c b ) * + a , 

c* + ba —»- ( cb ) + a* . 

( 1 4 8 ) 

In allen Fällen darf man annehmen, daß sich ein 
mehr oder minder lockeres Zwischenprodukt bildet, 
was dann zerfällt. 

a . . . b . . . c . (1 46 c ) 

Dieser Vorgang läßt sich im Rahmen der Methode 
der Atomassoziationen mit dem Ansatz 

Ü = Ct + A ( 1 4 9 ) 

:!u Vgl . dazu z. B. B. EISTERT, Chemismus und Konstitution, 
Enke-Verlag, Stuttgart 1948. S. 287. 

beschreiben, wobei für RT.\,, , C 2 —> 0 , und 
für /?.,),, R.U. oc , C, —> 0 geht. Die Cj und C.2 wer-
den durch Energievariation bestimmt und der ener-
getische Verlauf des Vorgangs ( 1 4 8 ) läßt sich wie-
der aus 

Hn—E Hl2 — M12 E 

h21-M21E H22-E 

bestimmen, wenn 

= 0 

II (coah •."H roa1'- «•; ) . H.n= (o>h< •a\ Jl or' 

hV2 = (roab •l'\ 7-f ro'"'-a; ). M12=(roal >. 0 ) W . a 

(co1"' •a*. JW" - a ' •.a* c 

( 1 5 0 ) 

) 
150 a) 

ist. In dieser Form der Näherung sind die Funkti 
nen or'1'-1 und :i noch durch 

= <f\ 
0 ( a b ) - fpab <P(a b) 

| 1 + 2 pab 5 ( a b ; a ! b) + pab2 

* ( b c ) + p b c 0 ( b | c ) 
l/ 
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1 + 2 pbc 5 ( b c ; b | c ) + p i , c 2 

dargestellt. Es sind also Näherungsfunktionen 
(daher / / ) , wobei wegen ( 1 3 8 ) der Grenzübergang 
A;LI,, /?A(., R\H. —> -v exakt wiedergegeben wird, wäh-
rend für ( 1 4 6 a) und ( 1 4 6 b ) die Energien der 
freien Atome c bzw. a streng vorliegen und die 
Energien der Systeme a — b bzw. b —c mit der Ge-
nauigkeit des Verfahrens ( 1 5 1 ) bestimmt sind. 

Die einzelnen Fälle von ( 1 4 8 ) zeigen sich in den 
eingesetzten Energien E(L) nach ( 1 3 8 ) . Damit ist 
eine Beschreibung des Substitutionsvorganges er-
reicht. 

Man kann aber im Verfahren der „ A t o m e in Mole-
külen" noch einen Schritt weitergehen und ebenso, 
wie <I> ( K ) in den Rechnungen solange wie möglich 
als exakte Lösung angenommen wurde, dies mit 
rOjab-(' bzwr. tun. In diesem Falle zerlegen wir. 
analog zu ( 8 7 ) , den HAMILTON-Operator von a - b —c 
in 

>f = / / ( a - b . c ) + F ( a - b . c ) ( 1 5 2 a ) 

bzw. T-f = / / ( b - c . a ) + F ( b - c , a ) , ( 1 5 2 b ) 

wobei und rOj , lc-a die Gleichungen 
H( A-B,C)'V R= (£(A-B)+ + R,.) 

= E(a — b, c ) ro,a1'-

H{b-c.a) o>iw-»= (E(b-c)+ + Wa) «>x 

= E(b-c, a) 

ab. i 

1»-. a 

1 5 3 a ) 

153 b i 



exakt befriedigen und E(a — b) bzw. E(h — c) die 
Energien der Moleküle a — b bzw. b — c, als Funktio-
nen von /?.,], bzw. R\ir sind, die aus den Messungen 
entnommen werden. fFc bzw. W.x sind die Energien 
der Atome c bzw. a [vgl. ( 9 0 ) ] . 

Der weitere Rechenweg läuft dann ebenso wie 
oben. Es werden dann zur Berechnung der Integrale 
mit V nach (152) Näherungsfunktionen (151) von 

und roj1'1'-81 verwendet, wobei jetzt erreicht ist. 
daß auch für die Grenzzustände (146) die genauen 
Energien E{a — b, c) und ^ ( b —c, a) vorliegen, 
denn es gilt 

Hn-+E{ a - b , c ) , V (a — b, c) — 0 
für —>• ->o, Rvi, oc , 

H22-+E{b-c,a), V (b — c, a ) — 0 (154 ) 
f ü r R,u — o c . ri.,,. —v -v . 

während für beide Fälle 9Jc —> (5 geht. 

Die Situation ist dann ähnlich der von (68J, ( 6 9 ) , 
und aus Gl. (71) läßt sich die Elektronenenergie-
kurve des Systems a, b, c bestimmen, aus der dann 
wiederum, nach Addition der Kernabstoßungen, die 
Aktivierungsenergie herausgelesen werden kann. E 
aus (150) ist im allgemeinen, ebenso wie Cj und 
C2 , von R.d, R;{(. und i, abhängig. 

Diese Erweiterung des im Abschnitt 4 besproche-
nen Verfahrens, könnte man in Variation der Mof-
FiTTschen Bezeichnungsweise, die Methode der „Mole-
küle im Molekül" nennen, besonders dann, wenn 
man sich nicht auf (146) beschränkt, sondern an-
nimmt, daß in ( 1 4 8 ) , die a, b, c Systeme bezeich-
nen. die wiederum aus Atomen bestehen (Moleküle) , 
deren Energien man entsprechend (153 ) aus den 
Messungen entnimmt. Im allgemeinen wird dies 
allerdings nur für Teilsysteme mit zwei Atomen mit 
Erfolg möglich sein. 

Die Reaktion 

ab + cd ^ ac + bd (155) 

ließe sich dann nach (118) durch 

Ü = Cx io (a - b) o> (c - d) + Co c) (a - c ) co (b - cl) 

( 156 ) 

beschreiben, aber auch die Substitution von mehre-
ren Atomen könnte wiederum ähnlich mit Hilfe von 
(121) dargestellt werden. 

Tritt kein Zerfall des Zwischenproduktes (146 c) 
auf, so liegt eine Additionsreaktion vor. In diesem 
Falle ist z. B. (149) durch 

Ü = Cx C'Y11'-c + C2 £?(a, b, c) (157) 

zu ersetzen, wobei I2(a, b, c) nach (104) definiert 
ist. Mit (153 a) läßt sich dann wieder eine Verbes-
serung gegenüber der Beschreibung (106) erzielen. 

Mit diesen Hinweisen auf die Anwendungsmög-
lichkeiten der Methode auf reaktionskinetische Fra-
gen soll diese abgeschlossen werden. 

Abschließend ist noch eine Erweiterung des Ver-
fahrens des vollständig vereinten Atoms (Bingel)2 

bemerkenswert, die einen wesentlichen Nachteil die-
ser Methode vermeidet, ohne auf den Vorteil, daß 
alle Elektronenkorrelationen des vereinigten Atoms 
durch Einsetzen der empirischen Werte berücksich-
tigt sind, zu verzichten. 

Der Nachteil besteht darin (vgl. Abschn. 2 ) , daß 
die Molekülfunktion Q um ein Zentrum x , den Ort 
des vereinigten Atoms, nach dessen Gesamteigen-
funktionen ff, (x) entwickelt wird, 

Ü j = V C / v V , ( . r ) . (49 ) 
r 

wobei H 0 7 ( x ) = JF,o v f ( x ) , (50 ) 

V = + F0= V ( Z " Z (48> 
f = l V " t x T u ) 

und daß dadurch weiter wegliegende Dichtevertei-
lungen, erst durch Berücksichtigung vieler Zustände 
in (49) einigermaßen erfaßt werden. Ein Vorteil 
der Einzentrumentwicklung ist auch besonders darin 
zu sehen, daß nur maximal Zweizentrenintegrale 
auftreten; da aber nach (50) keine Zweielektronen-
integrale in 230 nach (51) zu erwarten sind, kann 
auf den Vorteil der Einzentrumentwicklung insofern 
verzichtet werden, weil dann nur höchstens drei-
zentrige Integrale vom Typ 

(cfr{x,) ^ (158 ) 

auftreten, wenn die Beschreibung um den Ort x auf-
gehoben wird und auch xi zugelassen werden 
( / = 1, 2, . . . ) . Mit 

Q j = y C j r c / r ( . t i ) ( / = 1, 2, 3 , . . . ) ( 159 ) 
r 

ist erreicht, daß der grundlegende Vorteil des Ver-
fahrens erhalten bleibt (Berücksichtigung der gesam-
ten Elektronenkorrelation), die Dichteverteilung aber 
nicht mehr mit Funktionen von einem Punkt aus an-
genähert zu werden brauchen; allerdings treten zu-
züglich Integrale nach (158) auf, die aber gegenüber 
Zweielektronenintegralen einfacher zu behandeln 
sind. 



In der Entwicklung von ( 1 5 9 ) ist darauf zu 
achten, daß für alle Zustände r mindestens eine 
Funktion <pr(x) um z (Ladungsschwerpunkt) auf-
tritt, damit die Konvergenz der ,S>Matrix für 
Ii,.,, —> 0, wie in ( 5 4 ) , gewahrt bleibt, wenn Nähe-
rungsfunktionen '/ , ( x ) verwendet werden und sonst 
wie üblich vorgegangen wird. 

Handelt es sich darum, nur den Grundzustand zu 
berechnen, so kann man mit Funktionen 7 i (.*:) aus-
kommen. die an verschiedenen Stellen Xi definiert 
sind. 

ü x = V C ( I 7 1 ( .r;). ( 1 6 0 ) 

Diese Darstellung für ist vollständig und mit 
steigender Zahl der Xi kann der Zustand beliebig 
genau angenähert werden. Schließlich kann auch 

Qt = jcp^x) C(x) dx (161 

mit einer geeigneten Funktion C (x) geschrieben wer-
den. 

Zum Säkularproblem von ( 1 6 0 ) sei noch bemerkt, 
daß im einzelnen gilt 

-H -Q, = y \ C n { W x H x { x > ) + F 0 ( . n ) 7 t (.r,) } , 

( 162 a) 

wenn ~H = / / „ (.r;.) + V0 (xi), 
(162 b) 

H0(x,) cp,(x-,)=WxU(x;) 

nach ( 4 8 ) und ( 5 0 ) . Daraus folgen die Elemente 
von zu 

/ / ; , , = [ £ ] ; , , = (.)';.) . } { 7 , (*.,,) ) = r , Si.fl + Vi.,, 

(162 c) 
mit Si:, = (7 ,* (x,.), 7 , ( x „ ) ) . 

Vi» = {<pi*(x>), VoM 71 Cr- ) ) • 

Die Säkulardeterminante ergibt sich deswegen in der 
Form 

det { l l , „ - Sh, E) = det { Vi,, - Si„ f.) 0 (163 ) 

mit t=E—W/j. Auch bei Verwendung von Nähe-
rungsfunktionen (p1(xx), die zu Vi,, und Si„ führen, 
ergibt sich der tiefste Eigenwert von ( 1 6 3 ) , wegen 
V 0 ( x ) ^ 0 für Riu — 0 , zu Null. Sind die Xi gün-
stig gewählt, so darf auch erwartet werden, daß die 
weiteren Eigenwerte zu Näherungen für die angereg-
ten Zustände führen, wenn man nicht für diese die 
Rechnungen mit 

Oj = y Cr, rPi (Xi) U - 1 , 2 , . . . ) ( 164 ) 

durchführt, die wieder, besonders wenn die XI bei-
behalten werden, einen ähnlichen Rechengang wie in 
( 1 6 3 ) ergeben. 

Ebenso kann man in ( 1 6 1 ) verfahren. Hat man 
durch ein Variationsverfahren mit einer Näherung 
</i(x) ein geeignetes C , ( x ) gefunden, etwa in der 
Form 

y a-, Ii (x) Cx (x) ( 1 6 5 ) 

mit günstig gewählten Funktionen fi(x), so werden 
dann, wenn [ähnlich wie in ( 1 6 2 b ) ] . 

H0{x) cp,(x) =W1tpi{x) ( 1 6 6 a ) 

und Ji = H0(x) +V0(x) ( 1 6 6 b ) 

gesetzt wird, nur in den Integralen mit V0(x) die 
Näherungsfunktionen für (p, (x ) verwendet und man 
erhält (normiert) 

t ^ i ü . y j i ü , ) ( 167 ) 

w f J'ff <Px* (*') c{* (x) V0 (x) ^ (x) CA (x) dx dx' dr 
1 ' ff f <P* (*') Ci* CO 'Pr (*) Cx (•*> dx dx' dr 

Nach Durchführung der Integrationen über die Ko-
ordinaten der Elektronen (dr ) ergibt sich 

£1 = ^ 1 
ff C*(x') V0(x\x') C(x) dx dx' 
J'f C*(x') M (x | x') C{x) dx dx 

(168) 

mit 

( 1 6 9 ) 

V0(x\x') = j cpi*(x) V0(x) c/,(x) d r , 

M (x \x) = J >p* (x) 7~ (x) dr . ( 168 a) 

M (x' j .r) stellt das Überlappungsintegral zweier voll-
ständig vereinigter Atome im Abstand \x — x'\ dar, 
und könnte für alle weiteren Rechnungen mit Har-
tree-FocK-Funktionen bestimmt werden. V0(x) er-
gibt sich wegen ( 4 8 ) zu 

F 0 ( : r ) = y ( Z - V ^ 
1 = 1 \ T r [ ; i r>.i 

und verschwindet wieder, wenn sich alle Atome des 

Moleküls im Punkt x vereinigen. 
Ein Vorteil dieses Verfahrens besteht auch darin, 

daß zur Bestimmung von C{(x) nach ( 1 6 5 ) weniger 
hohe Säkulardeterminanten zu behandeln sind, als 
nach der Darstellung ( 1 6 4 ) , da durch geschickte 

Wahl von fj(x) in ( 1 6 5 ) die Funktion 7 \ ( x ) sehr ab-
geändert werden kann, während dies in ( 1 6 4 ) nur 
durch eine große Anzahl von Ca erreicht wird. 

Mit diesen Hinweisen wollen wir vorerst die Dis-
kussion abschließen. 


