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H. PREUSS

Die Methode der Atomassoziationen
Von H. Preuss

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen

(7. Naturforschg. 13 a, 364—385 [1958] : eingegangen am 27. Januar 1958)

Aus den halbempirischen Verfahren von Morrir! und Bixcer® wird als Verbesserung und Erwei-
terung die Methode der Atomassoziationen entwickelt und an einigen Beispielen erldutert.

Alle Fragen der Quantenchemie lassen sich letzten
Endes in ihrer mathematischen Fassung auf die Lo-
sung der ScuropINGER-Gleichung (1) zurtickfithren ®.
Diese lautet allgemein

H-EW -0, (VW) -1, (1)
wobei in atomaren Einheiten (at. E.)
n n n N N 7.7
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und Hi=— .1);1,-~ _\_ r" (1b)
= =17
ist, wenn n Elektronen (,k=1,2,...,n) und N

Zentren (Z,0=1,2,...,N) der Ladung Z; vorlie-
gen. Je nachdem ob der Ausdruck

(2)

groBer, kleiner oder gleich n ist, liegt ein positiv,
oder negativ geladenes, oder neutrales System von
n Elektronen im Couroms-Feld der N Atomkerne
vor. Inwieweit ein solches System stabil ist, 1aBt sich
dann an seiner Gesamtenergie diskutieren, die sich
quantenmechanisch zu '

&

(", HY) (

ergibt, wobei ¥* ¥ dr die Wahrscheinlichkeit dar-
stellt, am Orte dt; das Elektron 1, am Orte dr, das
Elektron 2 usw. zu finden. Die Gesamtdichtevertei-
lung erhélt man nach (4):

n

D, (¥, ¥,

=1

0 (4)
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(P, ¥)i= [P ¥ &

mit dt' =dr, drodr; (dr; ... d7, .
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Den Eigenwerten &, (k=1.2,...) von (1) entspre-
chen die Eigenfunktionen Y., die normiert und
orthogonal sind, und aus denen sich nach (4) die zu
jedem Zustand &; gehorigen Dichteverteilungen der
n Elektronen um die Zentren bestimmen lassen.
¥, ist neben den 3 n Koordinaten der Elektronen.
auch, wie &, von der raumlichen Anordnung der
Kerne abhingig, und es lassen sich aus ¥ und &,
alle physikalischen Eigenschaften und chemischen
Verhaltensweisen des Systems herleiten.

Wegen der Kompliziertheit von (1) sind im all-
gemeinen die exakten Losungen Y% sowie deren
Eigenwerte nicht bekannt. In der Praxis rechnet man

daher mit Naherungslésungen v, die ebenfalls
orthonormiert sind

(yi®. yr) =0y, (6)

und € nach (3) zum Minimum machen* (allgemei-
nes Ritzsches Verfahren). Die so erhaltenen Werte

5/-‘ ’

<&

&2 g (7)

sind obere Grenzen fiir die wirklichen Eigenwerte
E.ZE (k=1,2,..), (8)

wobei TRESETIAN (8a)

Neben der Wahl von 1;, treten als weitere Pro-
bleme die in (3) auszufithrenden Integrationen auf.
die in den meisten Fallen sehr umfangreich und
schwierig sind > 67,

* Vgl. R. ZurminL, Praktisches Rechnen fiir Ingenicure und

Physiker. Springer-Verlag. Berlin 1953.
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7 C.C.J. Roornaax, Two Center Covroms-Integrals between
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DIE METHODE DER ATOMASSOZIATIONEN

Um das PavLi-Prinzip zu befriedigen, das von ¥,

(bzw. vy) nach Einfihrung der Spinkoordinaten.
Antisymmetrie in den Koordinaten aller Elektronen
verlangt,

- (9)

ij
(T;; = Transpositionsoperator, der die Koordinaten
des i-ten und j-ten Elektrons vertauscht), wird im
allgemeinen so vorgegangen, dal} die Gesamtwellen-

funktion l/~'/,. , die fir N >1 immer eine Gesamtmole-
kiilfunktion ist, mit Hilfe von Funktionselementen
D (s=1,2, ..., M) aufgebaut wird, die im Rah-
men der am héaufigsten anzutreffenden Einteilchen-
niherung, Einelektronenfunktionen @(i) (i=1.

2....,n) einer Determinantendarstellung von
sind,

y = det {D, (i)} (10)

oder allgemeiner auch

3 Q
=Y Cyxdet {DKG)}; Wi=det{DK()}, (11)
1

-

I —

wenn der Satz der @-Funktionen zur K-ten Deter-
minante mit @X bezeichnet wird. Die Beriicksichti-
gung des Spins wird durch die Spinfunktion o,
wenn die Wechselwirkungen zwischen Bahn und Spin
sehr klein sind, was in fast allen Fillen zutrifft,
in der Form

D~ Do

berticksichtigt, wobei unter @, der ortsabhidngige
Teil von @ zu verstehen ist. ¢ kann, entsprechend
den zwei moglichen Einstellungen des Spins, die

beiden Werte a und /3 haben.
g58 a 2
b, .

Ist die Basis der @; nach (11) vollstindig, so
lafit sich fir M — ~ , und daher auch Q — ~ , die

Gesamtwellenfunktion beliebig genau darstellen.

- Z Cg det {(D;K(l)} .
K=1

(12)

b, — (12 a)

(11a)

Ein solches Vorgehen wird als Methode der Kon-

figurationenwechselwirkung bezeichnet (configuratio-

* S. F. Bovs, Proc. Roy. Soc., Lond. A 200, 542 [1950] u.
folg. bis Phil. Trans. A 247, 465 [1954].

* P. O. Lowpin, Phys. Rev. 97, 1474 [1955].

10 Vgl. D. R. Hartree, The Calculation of Atomic Structure,
Wiley & Sons, New York 1957.
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nal interaction, CI-Methode), wobei jedes ¥ nach
(11) als eine bestimmte Elektronenkonfiguration
aufgefalit wird 3 9.

Minimisieren von (3) mit (11) liefert dann zur
Bestimmung der besten Ci ein Sakularproblem,

Q ~
Z Cx(Hg,— Sk, €) =0, L=1,2,...,Q.(13)
=1

und die Energiezustinde &, ergeben sich aus der
Sakulardeterminante

det {Hk;, — Sk1, é}:o, (13 a)

wobei
Hygp= (¥r"sH¥) und Sgr=(Px* ¥1). (13D)
Die Verfahren im einzelnen lassen sich an der Form
von @, (i) diskutieren:

a) Fir N=1 und Q=1 wurde die Elektronenener-

gie beziiglich @,(i) (s=1,2,...,n) zum Minimum ge-
macht und liefert zur Bestimmung der Atomfunktionen
Dy (i) gekoppelte Integro-Differentialgleichungen (Har-
TreE-Fock-Gleichungen) 1%, aus denen sich diese mit be-
trachtlichem Rechenaufwand numerisch bestimmen las-
sen. Aus den in den Harrtree-Fock-Gleichungen als
Lacrance-Multiplikator — auftretenden  Energiegrofien
und den Wechselwirkungsintegralen lassen sich dann
die Gesamtenergie und die einzelnen Ionisationsener-
gien berechnen.

p) Fir N>1(Q=1) lassen sich die Gleichungen
kaum noch rechnerisch 16sen, da das vorliegende System
vielzentrig geworden ist, und damit eine Reihe von
Symmetrien verloren gehen. Die Einelektronenfunktio-
nen P (i) werden daher analytisch als Molekiilfunktio-
nen angesetzt und damit die Energie berechnet, die ge-
gegebenenfalls mit den, die Molekiilfunktion enthalte-
nen Parametern, zum Minimum gemacht werden kann.
(Methode der Molekiilzustinde, molecular orbital, MO-
Theorie.) Oder es werden die @, (i) selbst als Linear-
kombination von Funktionselementen ¢; angesetzt

. P
Dy(i) = D asi 0i(i),

y=1

(14)

wobei die ag; auf Energieminimum variiert werden
(Linearkombination von Atomfunktionen, LCAO-Me-
thode '). Zur Bestimmung der ay; ergibt sich wieder
ein dhnliches Sdkularproblem wie (12) und (13), wo-
bei allerdings jetzt die Hyj und Si; noch Funktionen
der as; sind. In der Form eines iterativen Verfahrens.
konnen die entsprechenden Gleichungen bei jedem Re-
chenschritt als linear aufgefalit werden (RoorHaax-
Verfahren, SCF-LCAO-Methode)!?. Aus bestimmten

11 F. Huxp, Z. Phys. 51, 759 [1928]; 63, 719 [1928]. —
R. S. Muruiken, Phys. Rev. 32, 186, 761 [1928]; 33, 730
[1929].

12 C. C. J. Roornaax, Rev. Mod. Phys. 23, 72 [1951].
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Ausdriicken der Entwicklungskoeffizienten von (14)
lassen sich dann gewisse Eigenschaften des Systems
herauslesen.

Als Funktionen ¢; in (14) haben bisher haupt-
sichlich Stater-Funktionen Verwendung gefunden 13,

pj= 1 e 37" P{uu} (COS '()j) (,im:, , (15)
aber auch reine Exponential- oder Gauss-Funktionen
sind in letzter Zeit vorgeschlagen worden !*:

Iexp(~ajr) ,
p;=

15
1exp[~1,~(1’~l']~)2]. . Da)

Die Parameter 2; konnen durch Energievariation
oder. wie iiblicherweise n’, durch halbempirische
Vorschriften oder durch bestimmte Forderungen an
¢; bestimmt werden.

Auch in der Methode der Konfigurationenwechsel-

wirkung (11) sind an Stelle von @, die Funktionen
(15), (15 a) als Basis verwendet worden %

7) Schliefilich wird im Rahmen der Valenz-Bond-
Methode (VB-Methode) vom spinlosen Herrrer-Loxpox-
Ansatz'® (Grundzustand), der die reine kovalente Bin-
dung beschreibt,

ok — Dy (1) Dy (2) + D (1) Dy(2)

= (14+Typ) P5(1) P (2) (16)
ausgehend, die Gesamtwellenfunktion aufgebaut, indem
nicht gebundene Elektronen (Elektronenpaare) durch
Doppelbesetzung (s=£k) beschrieben, und die Spin-
anteile bindender oder einsamer Elektronenpaare durch
sogen. Spininvarianten %- 17

fas(@) Br(2) —as(2) Br(1)

[afB]= =(1-Ty)ap
[ os(1) Bs(2) —ay(2) Bs(1) |

dargestellt werden.

w=3(—1)PuPullsr Palas fil. (A7)
Wegen der geforderten Antisymmetrie von l/N! werden
alle n! Permutationen P,, auf das Produkt in (17) an-
gewendet, wobei (—1)Pn=1 fiir gradzahlige Anzahl
von Permutationen zu setzen ist; im anderen Falle ist

{ =T} P 1.

13 J. C. Suater, Phys. Rev. 36, 57 [1930].

14 S A. Bovs, Proc. Roy. Soc., Lond. A 200, 542 [1950]. —
A. Meckrer, J. Chem. Phys. 21, 1750 [1953]. — C.R.
MueLLer u. J. M. Caniie, Molecular Quantum — Mechanics
Conference, Texas Dec. 1955. — Tiex Cur Cuex u. H. Sro-
NEr, Molecular Quantum —Mechanics Conference, Texas
Dec. 1955. — H. Preuss, Z. Naturforschg. 10a, 267, 365
[1955] ; 11 a, 823 [1956].

15 W. HerrLer u. F. Loxpon, Z. Phys. 44, 455 [1927].

16 W. Herreer u. G. Rumer, Gotting. Nachr. 277 [1930]; Z.
Phys. 68, 12 [1931]. — H. Weyr, Gotting. Nachr. 286
[1930].
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Fir die Einelektronenfunktionen ‘IA{\., 4;,‘. in (16)
werden entweder Molekiilfunktionen, oder, wie im
sog.  HerrLer—LoNpoN—SraTER—PauLinG-Verfahren
(HLSP-Verfahren) '® Atomfunktionen ¢, ¢;. [z. B.
nach (15)] verwendet. Der Ansatz (16) geht fiir
Ry — ~ in die strenge Lésung fiir zwei getrennte
Atome s und & mit den Atomfunktionen ¢, ¢ iiber
(z. B. Hy-Problem). Bei der Berechnung der Gesamt-
energie (3) mit (17) missen wegen der Kompliziert-
heit der Rechnungen bei Berticksichtigung aller Per-
mutationen weitere Naherungen diskutiert werden.
Im allgemeinen werden hochstens nur Transpositio-
nen zugelassen. Die in diesem Zusammenhang auf-
tretenden Fragen im Zusammenhang mit der zu be-
riicksichtigenden Uberlappung und der Vorzeichen
der Wechselwirkungsintegrale lassen Zweifel an der
Konsistenz der zur Zeit durchgefithrten Naherungen
aufkommen 3.

Die Anwendung dieser Methode auf die z-Elektro-
nen von aromatischen und ungesittigten Molekiilen ¢
(Methode der Valenzstrukturen) liefert befriedigende
Ergebnisse, besonders dann, wenn die Werte der
auftretenden Integrale empirisch festgelegt werden 9.
Das gleiche gilt auch fiir die sog. verkiirzte Methode
der Molekiilzustande, bei der die Wechselwirkungen
der Elektronen untereinander vernachlassigt werden
und jede Einelektron-Molekilfunktion wieder durch
(14) dargestellt wird 2°. Die so erhaltenen Einelek-
tronenenergien werden, entsprechend der einfacheren
Fassung des PauvLri-Prinzips, mit der tiefsten begin-
nend, maximal doppelt besetzt. Die erhaltene Ge-
samtelektronenenergie ist eine Funktion der Integrale
und diese wiederum der Kernabstinde. Hier kann
dann einmal so vorgegangen werden, daf} das o-Elek-
tronengeriist des Molekiils festgehalten wird (HickeL-
sches Verfahren), zum anderen fiihrt eine einfache
und empirische Beriicksichtigung der gesamten o-Bin-
dungsenergie zusammen mit der Energie der z-Elek-
tronen zu einer erneuten R;,.-Variation der Gesamt-
energie, die auch, neben der Molekiilenergie, die
Gleichgewichtsabstiinde zu diskutieren gestattet 2!,

17 P.O.Lownpiy, Nature of the Valence-Bond-Functions, Quan-

tum Chemistry Group, Uppsala 1957.

18 J. C. Stater, Phys. Rev. 37, 481 [1931]; 38, 1109 [1931].
— L. Pavring, J. Amer. Chem. Soc. 53, 1367 [1931].

19 K. Hicker, Z. Phys. 60, 423 [1930]; 70, 204 [1931]; 72,

310 [1931].

E. Hicker, Grundlagen der Thecrie der ungesittigten und

aromatischen Verbindungen, Berlin 1938.

2t J. E. Lesxxarp-Joxes, Proc. Roy. Soc.. Lond. A 158, 280
[1937].
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SchlieBlich werden die 7-Elektronen als Elektro-
nengas (mit und ohne Wechselwirkung) in einem
effektiven Potentialfeld der Atomrimpfe und o-Elek-
tronen behandelt. wobei seine zuldssige Ausdehnung
durch die rdumliche Struktur des Molekiils vorgege-
ben ist. Die Methode erlaubt die Berechnung der
Absorptionsspektren von Molekiilen mit z-Elektro-
nensystemen 22,

1. Die Methode der ..Atome in Molekiilen*

Die oben angefiihrten Verfahren mit ihren ver-
schiedenartigen Modifikationen haben alle die Tat-
sache gemeinsam, dal} sie die Energien von Elek-
tronenzustidnden beziiglich eines Nullniveaus berech-
nen, bei dem entweder das Atom vollstindig ioni-
siert, oder, wie bei der Behandlung der z-Elektro-
nensysteme, eine partielle Tonisation vorliegt.

Diese absoluten Energien werden zwar. auf rein
theoretische Weise, oder durch empirische Bestim-
mung einiger Integrale, mit Hilfe von Naherungs-
funktionen zuweilen prozentual ziemlich genau be-
rechnet. Die daraus abzuleitenden Anregungs- oder
Trennungsenergien von Molekiilen und Molekiil-
teilen sowie die Resonanzenergien von -Elektronen
aber, die immer klein gegen die absoluten Energie-
betrage sind, werden damit mit groBeren Fehlern
behaftet, so dal} in den Naherungsfunktionen, um
iiberhaupt einigermaBen Ubereinstimmung der Re-
chenergebnisse mit den genauen Werten zu erhalten.
ein grofler analytischer Aufwand getrieben werden
muflite, der dann wieder eine umfangreiche Rech-
nung nach sich zog.

Die Situation der Quantenchemie ist bis vor etwa
sechs Jahren die gewesen. dal} kleinere Molekiile
der Rechnung noch zugénglich waren. und wenn in
organischen Verbindungen eine Unterscheidung von
- und -Elektronen vorgenommen wurde, so konn-
ten die Dichteverteilungen und die Energien der letz-
teren mit einer fiir manche Zwecke ausreichenden
Genauigkeit bestimmt werden, da sich gerade hier
die gemachten Vernachlassigungen und vorliegenden
Wechselwirkungsverhiltnisse zwischen a-Elektronen
und o-Geriist und untereinander giinstig entsprachen.

Die groflen Rechenmaschinen haben hier die Mog-
lichkeiten erweitert und werden dies in noch gréfle-
rem Male tun. Sie haben die Grenzen verschoben,

22 0. Scamipt, Z. Phys. Chem. B 93. 76 [1938]. — H. Kunx.
Helv. Chim. Acta 31, 1441 [1948]. — H. Ribexserc, J.
Chem. Phys. 22, 1878 [1954].
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ohne bisher anregend auf die vorliegenden metho-
dischen Fragen zu wirken.

In diesem Stadium sind die Methoden der Mole-
kiilphysik im Hinblick auf Anwendungsbereiche und
Durchfiihrungsmoglichkeiten eng mit den Leistungs-
fahigkeiten der elektronischen Rechenmaschinen ver-
kniipft.

Zweifellos konnen hier nur dadurch die Schwierig-
keiten verringert werden, daf} die Basis der Ver-
fahren durch empirische Anleihen nach gréferen
Elektronensystemen verschoben wird, wobei diese
moglichst wenige und dabei einfach sein sollten, da-
mit auch die Grenze der Moglichkeiten, mit Rechen-
maschinen die Probleme zu behandeln, weiter ver-
schoben werden kann, und man darf hoffen, auf diese
Weise immer mehr Verbindungen und deren Reak-
tionen der rechnerischen Behandlung zugénglich
machen zu konnen, die auch groBeres chemisches
Interesse besitzen.

Morrrtr wies 1951 zuerst darauf hin!, dal man
empirisches Material zur Beseitigung der Mangel
beziiglich der Absolutrechnungen verwenden kann
und nannte das Vorgehen die Methode der ,,Atome
in Molekiilen*.

Hier ist die Summe der Energien der ungestorten
Atome, aus denen sich das Molekiil zusammensetzt.
das Nullniveau der Energie und wird aus den spek-
troskopischen Daten entnommen. Die durch die
Wechselwirkungen der Atome entstandenen Energie-
betrdge werden dann mit Naherungsfunktionen be-
rechnet. Das Verfahren soll kurz skizziert werden!:

Sei H; der Hamirton-Operator des A-ten Atoms

N/' ’1/" 7 71/'. ”/‘_
: \ Zn 5
Hi=—3 Y 4i- Y774 3 3 ~,  (18)
| i=1 ™ Sisma TR

welches die Kernladung Z; hat und n; Elektronen
besitzt, so ist ¢; die Gesamtatomfunktion, wobei r
fir die Gesamtheit der Quantenzahlen des Atoms
steht

Higir=Wirqir, (19)

und J¥V;, die Gesamtenergie des Atoms / bedeutet.
Die Molekiilgesamtfunktion (2; des Zustandes j
wird dann nach den Funktionen v, entwickelt,
0= EC];‘. Ws 5 (20)
die aus dem antisymmetrischen Produkt aller ¢ ;.
entstanden sind.

We= Z (—DPiPillqi.s=s(r,2). (21)
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Man kann zeigen, dafl ¥; mit dem Ansatz der VB-
Theorie (17) dquivalent ist, wenn fiir ¢;r Determi-
nanten verwendet werden!. In (20) sind alle Elek-
tronenkonfigurationen enthalten, die man durch
Verteilung der Elektronen auf die V Atome erhalt;
also auch die Ionen- und angeregten Zustinde.

Fir vy gilt, wie leicht zu sehen ist,

Heoyps=W >y, lim H=H«,

—> ®©

mit (22)
Ry,

-
wobei W= Z Wir, s=s(r,A) (23)
=
die Summe der einzelnen Atomenergien ist, und s
von allen r und / abhéngt.
Die Variation der C;; auf Energieminimum fiihrt

wieder auf ein Sdkularproblem,
det {$— M E} =0,

aus dem sich die Energiezustinde &, des Molekiils
bestimmen lassen. Die Elemente der Matrizen $~
und ¢ sind die folgenden Integrale,

[Doclin= (" Hyw), [Mlix= (wi*,ws),

wobei zu bemerken ist, daf die v fiir alle R;.,— ~

(24)

(25)

in ein orthogonales System iibergehen.

Ryu—> oo, Mo—>D, [D]ix=0z. (26)
H 1aBt sich mit (18) in die Form
zerlegen, wobei
.
Hom Y Hiy Vo= T PLLY Y5 (28
=i Z;m‘ ;;’ii -

und Vo der Wechselwirkungsoperator der Elektro-
nen aus verschiedenen Atomen oder zwischen Elek-
tronen und fremden Kernen ist. Die Striche an den
Summenzeichen weisen auf diese Einschrankung hin.

Fir Riu,— ~ geht daher $~ in eine Diagonal-
matrix W iiber,

Riy— ~ D — W, (29)

wobei [%xx] ik = W;\' (3,'/,- (29 a)
ist. Fiihrt man noch die Matrix B~

[Boolin = (wi*, Vo yii) (30)

ein, so laBt sich

oder, damit $~ hermitesch ist,

H. PREUSS

=3B M+ MWL) +3(BL +Bx)  (31)

schreiben, wobei B, die zu V., konjugierte Matrix
1st.

Damit ist die Zerlegung der Energiematrix $~
in die Energien der Grenzzustinde W~ und der
Wechselwirkungsenergien fiir kleine R;., 8~ durch-
gefiihrt.

Infolge der Unkenntnis der exakten Funktionen

s konnen nur Nédherungsfunktionen 1, verwendet

werden, mit denen die Matrizen $H~, ¢ und BV~
berechnet werden:

[DecTip= ('/~'i%, H '/~'1.') ;
(] 5 = (J’i*’ wi) = [Eﬁe]i/.- ;
[BocTie= (i Vs 1)

(32)

Die Energiematrix $~ ist aber nicht immer asym-
ptotisch diagonal, denn fiir R;,— ~ ist

M—>D,

Hoo > Weo

(32 a)

wobei Wx nicht diagonal zu sein braucht. Um nun
das Verhalten (29) zu retten, wird die genédherte
Matrix

Hoo=E{W~ DVt + MW} +3(BE +B)  (33)

eingefiihrt, die die exakte Matrix %~ nach (29 a)
beibehalt, deren Elemente aus den spektroskopischen
Messungen entnommen werden. Daher gilt wieder
fUI R;,,,—* 0

'gb\—*’%w, Eﬁe%(s, ?3’36_)0.

(34)

Mit 53\ nach (33) konnen also die Rechnungen
durchgefiihrt werden, indem das Nullniveau, durch
W gegeben, empirisch festgelegt wird, und die
durch Anndherung der Atome entstehenden Ener-
gien, die klein gegen [W~]; sind, mit v, durch

M, B nach (33) behandelt werden.
Neben der Darstellung (33) kann eine zweite fiir

$H~ gewonnen werden, indem von -~ ausgegangen
wird und

B = B S (B N+ M AL

gesetzt wird, wobei fiir Ri.— ~, B ebenfalls nach

Null geht. (35) in (33) gesetzt, liefert dann die
Darstellung (36)

Hoo = Hoo + B[M (W — Weo)
(W — W) M. (36)

(35)



DIE METHODE DER ATOMASSOZIATIONEN

die dann besonders vorteilhaft verwendet werden
kann, wenn nach der HLSP-Methode schon ein Mole-

kiil berechnet worden ist und somit $~ bekannt ist.

Die Gl. (36) gibt dann die Korrektur an. die an
anzubringen ist, damit die gendherte Energiematrix
der Methode der Atome in Molekiile erhalten wird.

Es ist also jetzt an Stelle von (24) das Sédkular-
problem

det {Hx—ME} =0 (37)
zu losen, wobei fiir \33\, die beiden Formen (33)
und (36) verwendet werden konnen.

Es sei noch auf zwei Tatsachen hingewiesen, die
fir die Methode besonders charakteristisch sind:

1. Durch die Festlegung des Nullniveaus 2l auf
empirische Weise, werden die aus (37) zu berechnen-
den Molekiilenergien &, [vgl. (24)] wesentlich genauer,
da nur die Wechselwirkungsenergien mit gendherten
Funktionen behandelt werden. In der Molekiilgesamt-

funktion ; dagegen, deren Entwicklungskoeffizienten

Cjs aus den Sikulargleichungen
D C=MEE, [C)j=Cjs. (38)

bestimmt werden, wobei & die Diagonalmatrix der
Eigenwerte & ist, kann nur angenommen werden, daf}
Cis= Cjs (39)

gilt, weil durch W die groBten Energiebetrige fest-
gelegt werden, wihrend ein Ansatz nach (20) nicht kon-
sistent formuliert werden kann, da in der Darstellung

(33) von e bei der Anwendung von H~ und V. auf
die Entwicklungsfunktionen einmal y¢ und zum ande-

ren 1, angenommen wird. Dies fiihrte dann auf AW~
und M sowie B .

2. Es handelt sich daher bei der Energievariation,
die zu (37) und (38) fiihrt, um kein Rrrz-Verfahren in
dem Sinne, dafl die erhaltenen Energiewerte obere
Grenzen fiir die wirklichen sind [vgl. (8)]. Vielmehr
kann es grundsitzlich moglich sein, daf} die Energie-
werte tiefer als die exakten liegen.

Beziiglich Punkt 2. ist es notwendig, die beiden
Formen (33) und (36) fiir $~ zu unterscheiden,
von denen die letzte durch die plausible Annahme
(35) hergeleitet wurde und somit von den Rechnun-
gen mit (36) nur erwartet werden kann, dal} die er-
haltenen Energiewerte, wegen der Verwendung von

2 W. Morrirt u. J. Scaxrax, Proc. Roy. Soc.. Lond. A 218,
464 [1953].

4 W. Morrirr, Proc. Roy. Soc., Lond. A 218, 486 [1953].

5 W. Morrirr u. J. Scaxrax, Proc. Roy. Soc., Lond. A 220,
530 [1953].

6 A. Purivax u. H. Bertnon, J. Chim. Phys. 52, 771 [1955].

9o
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W~ , in der Niahe der wirklichen liegen. Zu (33)
laBt sich dagegen noch bemerken, dal} bei der An-
nahme

Ys=Ys,

(40)

die bei den Rechnungen erwartet werden darf, die
erhaltenen Werte (ohne Kernabstofung) im allge-
meinen iiber dem wirklichen Wert liegen werden,
da die Energiekurven vom Unendlichen her nach
Werten laufen, die fir R;.— 0 der Berechnung eines
hypothetischen vereinigten Atoms mit einem Ansatz
der vollstindig getrennten Atome entsprechen. Wir
wollen auf die Annahme (40) nicht nidher eingehen
und die vorliegenden Verhiltnisse an Stelle von

(8) und (8a) durch

((‘:/.- z (C:]l. (-1'03)

l/ e l/ ) o
beschreiben.

Das Vorgehen, die Anwendung des HamivLrox-
Operators auf die Gesamtwellenfunktion (2 nach
(20) so durchzufiihren, dal} beziiglich H~ in (27)
und (28) die strengen Losungen der getrennten

Atome ', verwendet werden und in B~ dann '/~'s ein-
gesetzt wird, laBt sich auch so interpretieren, dal}
man im vorliegenden Molekil die Elektronenkor-
relation der freien Atome, aus denen sich die Ver-
bindung zusammensetzt, vollstaindig mitberticksich-
tigt hat und nur in den zwischenatomaren Wechsel-
wirkungen, die klein gegen die absoluten Atom-
energien sind, die Korrelationen ndherungsweise in
Betracht zieht. Fiir kleinere Kernabstande werden
daher die Wechselwirkungen der Elektronen unter-
einander stiarker, ohne wesentlich besser berticksich-
tigt zu werden.

Nach diesem Verfahren sind bisher eine Reihe
von Molekiilen behandelt worden, so das Athylen 23,
Allyl-Radikal ¥, Cyclo-Butadien ?>, Benzol** und
Butadien 2%, und die zweiatomigen Molekile H,?*7.
Liy ?® und HF ?*. Aufler im H, und HF wurden im-
mer Vereinfachungen eingefithrt, wie die Vernach-
lassigungen der K-Schale im Li-Atom, und der o-
Elektronen bei den organischen Verbindungen, so
dal} zur Zeit eine endgiiltige Entscheidung der Giite
des Verfahrens noch nicht vollstandig moglich ist.

27 A. C. Hureey, Proc. Phys. Soc., Lond. A 69, 301 [1956]. —
R. Paunsz, Acta Phys. Hung. 1V/3, 237 [1954].

28 A. Ranvan, Physica 20, 623 [1954].

29 A. C. Huriey, Proc. Phys. Soc., Lond. A 68, 149 [1955];
69. 49 [1956].
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Beim H,-Molekiil wurde der Ansatz 2"
-(-)a = Cul Y1 - Ca'_’ Y2 =4 Cai} Y3 + Ca-l Yy (-l‘l)

verwendet, mit den Zustinden (a und b als Zentren)

Yyt Hzl_H"' l/'.‘i: H:liHh‘-
ye: Hy—H,, we: H"H, (42)
und den Naherungsfunktionen
o 1 ; ~ 1 ;
Y, =YWy = — (ra1 + rp2) Wao = ) — (Tal + ra2)
11 1 7 € ) 3 - € s
~ 1 ~ 1
Wo = YWy = e (ra2 + 7b1) W, = e (ro1 + ru2)
v'2 2= o s ra= _ :
(43)

wobei 1y und v, die exakten Eigenfunktionen zweier
getrennter H-Atome sind. Die Matrix 28~ hat hier
die Form (in at. E.) .

1 0 o0 0
W[ 0 -1 0 0 /
- 0 0 —05241 0 (44)
0 0 0 —0.52641

und man erhilt nach (33) und (37), wenn ¢ und

B noch berechnet und 1/R zum tiefsten Eigenwert
addiert werden, als Bindungsenergie —4,35 eV bei
einem Kernabstand von R;=1.,40 at. E. Die gemes-
senen Werte betragen — 4,74 eV und 1,40 at. E.
Rechnet man dagegen nach (36), so ergibt sich,

wenn
[Weelyy= -1,
[i“x]zz: =lLs

5598 —

(Wl = — 0875 (45)

ist, —4.94 eV und 1,50 at. E. Der Wert von — 4,35
eV ist besser als die Energiewerte (—4,11¢€V,
—4,14 eV), die man nach den strengen Variations-
verfahren mit Korrelationsfunktionen 3°

) I(g ®al | p— Olfhl) (e—waz + e*:“‘[:z) (1 +p "12) ,

1(6*1(1'111 Tre2) o —(raz + Thl) (1 +p "12) (46)

erhalt. Das Ergebnis — 4,94 eV bestitigt das oben
in Punkt 2. Gesagte.

Von BinceL? wurde vorgeschlagen, im Sinne der
Atome in Molekilen vom vereinigten Atom auszu-
gehen, welches im Schwerpunkt z der Kernladungen
liegt und dessen Kernladung Z gleich der Summe
der einzelnen Atomladungen ist.

N N
Z= N 17, N ZiRie=0
=1 =1

(47)

(Rz Vektor vom Atom Z zum Ort z).

H. PREUSS

In diesem Falle tritt an Stelle (27) die Zerlegung

H=Hy+V,, (48)
wobel
n n n n
Hy=-4% ) ':*Zz—\; ‘l,
i=1 s REU ey W T xR R
n N
Vo— N\ (Z, \’ Z/)
0= : )
Sa\r o Tl

bedeuten, und die Entwicklung (20) heilit jetzt
Q;= > Cyror,

r

(49)

in der die ¢, das vollstindige (orthonormierte)
Funktionensystem des vereinigten Atoms darstellen,
und es gilt, wie in (19)

Hyp, =W ;. (50)

Der Rechengang verlauft dann wieder sehr &hnlich
den obigen. An Stelle von (25) und (30) treten jetzt
die Matrizen §), und B, auf,

[5:70]1'/; = (pi*, Haor) s [mo]ik = (@ Vorr) s

(®i* @1) =0, (51)
und man erhilt die Zerlegung
-830 = SI\SO + 21‘)“ . (52)

wobei

[%o] ir= Wio '5,‘/.-

ist. W, wird wieder aus den Spektren entnommen.
Ganz entsprechend haben wir jetzt die Grenzfalle
fir Riv—0

Ho— By, By—0. (54)

Verwenden wir wieder Naherungsfunktionen ¢, , die
orthogonal vorausgesetzt werden konnen, so ergibt
sich analog zu (33)

Bo=T]y+ B, ,
und (54) bleibt auch fir .850 erhalten. Ebenfalls
kann man die Matrix .S%O bilden,
§3<,=§f8(,+530 mit [§30]i/.~= (:Fi*,H’;/;)
[030];/; = @ Vo?i)
die fir Ry, — 0 in 51%0 tibergeht (§0—+0). B~ildet
man wie nach (35) eine neue Stérungsmatrix 3, ,

(57)

i

(55)

(56)

1‘0 = 350 - Em0 ’

30 A. Frost u. J. Bersstery, J. Chem. Phys. 19, 1135 [1951].
— F.Berexcz., Acta Phys. Hung. 1954.
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die fiir R;.— 0 ebenfalls verschwindet, so erkennt
man, dal} diese zweite Definition mit der von (56)

identisch ist (@o—i’ﬁ ), wahrend in (32), (33) und
(35) B nicht gleich mx zu sein brauchte. Auf die

Berechnung von Ubergangsmatrizen nach dieser Me-
thode wollen wir nicht eingehen (vgl. dazu Anm. 2).
Leider liegen bis jetzt noch keine Rechnungen
nach dem BinceLschen Verfahren vor, das eine
spezielle Form der Einzentrumentwicklung?! dar-
stellt, wobei nach Gesamtatomfunktionen eines hypo-
thetischen Atoms am Orte x entwickelt wird, deren
Kernladung nach (47) bestimmt ist.
Bemerkenswert an diesem Verfahren ist die Tat-
sache, dal} alle Elektronenkorrelationen im vereinig-

ten Atom exakt beriicksichtigt werden, so daf} in B,
nur Einelektronenintegrale auftreten, die fiir die K-
und L-Schalen schon tabelliert vorliegen * ¢. U~ ent-
halt dagegen auch Couroms-, Ionen- und Austausch-
integrale 7. In §, fehlen andererseits die CouLoms-
Wechselwirkungen der Elektronen mit anderen Atom-
kernen, so dal} bei einer praktischen Durchrechnung
sicher viele Terme in (49) mitgenommen werden
miissen, wenn die Ergebnisse gute Ubereinstimmung
mit der Erfahrung zeigen sollen. Dies gilt bekannt-
lich allgemein fir Einzentrumentwicklungen.

Eine Verbesserung der Methode der getrennten
Atome ist in der Art vorgeschlagen worden?, dal}
in der Darstellung (36) die asymptotische Matrix

W von .;3x [vgl. (32a)] durch 5133;0 ersetzt wird,
die nach dem Ubergang Ri,— ~ in .8:3'\: durch
minimisieren der Diagonalelemente erhalten wird.
Foo = Boe + BT (BWoo — B + (W — T) M)
(58)
Mit diesen so erhaltenen Funktionen yw'h.' wird dann
\:w\ berechnet.
Dieses Verfahren lafit sich am H,-Molekiil leicht

demonstrieren 2. Betrachten wir vorerst die drei An-

sitze (N =Normierungskonstante)
o1 = Nog{a(1) a(2) +b(1) b(2)},
Y= Nop{a' (1) @'(2) +5(1) b (2) },

Yo = NO {t/':l(]-y 2) +1//'b(1’2)}

(59)

3t Z.B. R. K. Nesser, Quarterly Progress Report; Solid State
and Molecular Theory Group. MIT; July 1955, p. 29.
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mit  a(i)= ' e, a'(i) = ! 7 g irai,
Va n -
1 ) s . (99 a)
l)(l) _ e—mi_ ] (l) _ “ A e~ i
Vx 7T

und vy, und v, als exakte Eigenfunktionen von H~
fir die Atome a und b, so ergibt sich am H™ als
bester Wert 2 =0,6875. Nach (58) erhilt man dann
mit den Ansitzen (59) einzeln die Gleichungen

( )= 01(R)+W0 Wm—((m(R) 4.2eV, (60a)
EnlR R) = Egs(R) + Wo— Wy = E4u(R) — 1.5V, (60b)
Eo (RY=E, (R)+W,—W,, (60c)

wobei &, (R)

die Energie bei Verwendung einer

Néherungsfunktion v, zu 1y, ist und mit vy, fir

ﬁ”o erhalten wird. Entsprechend sind gm ;

502 und ﬁ/m , l}/(,g zu verstehen. Mit W, = — 0,52156
at. E. (—14.4eV) und den Werten fiir H mit den

R—*‘\.

Funktionen 1y, v, ergeben sich dann die auf der
rechten Seite stehenden Energiedifferenzen. Man
sieht, daB die Einfiihrung einer Abschirmzahl 7 die
minimalste Energie wesentlich verbessert.

Berechnen wir jetzt das H,-Molekiil mit dem An-
satz

¥ =Coz 92+ Coz Yoy (61)

und der Bedeutung von r;(,._, und ‘/~"o3 nach (59) und
(61 a)

Vor=Noo {a' (1) @' (2) + 57 (1) b (2)} \
= , (61 a)
Y3 =Nog {a’ (1) b'(2) +4'(2) b'(1) } .
so ist das Sakularproblem
det {H—MEY =0 (62)

zu 16sen, wobei / in den Funktionen @’ () und b’ ()
so bestimmt wird, daf} die Energie des H,-Grund-
zustandes E(Z) ein Minimum wird. Geht man jetzt
zur Form (58) von $~ iiber, so hat (W~ -—‘iﬁ;)
die Form

W — T = (0 ) (63)
0 Wyp—Ws
und Wy — W,,’ erhalt nach (60c¢) den Wert — 1.5
eV. Damit ergibt sich nach (58)
[DxTis = [~ »
[Dliz=[Ox]so—0,75 eV x [M]yp. (64)

[Ssx]gg = [«{53:}22 = 1,5 eV .
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Mit diesen Matrixelementen ergab sich fiir H, eine
Bindungsenergie von —4,72eV bei einem Kern-
abstand von R =1,40 at. E. Die exakten Werte be-
tragen — 4,74 eV und 1,40 at. E. Mit gleicher Giite
wird die Energiekurve zwischen 1.0 at. E. und 4,0
at. E. approximiert. Es ist allerdings zu bedenken,
dall die Modifizierung von ‘\So(, nach (58) aus der
Formel (36) hergeleitet wird, deren zweifelhafte
Giite im Punkt 2. oben diskutiert ist.

Eine Anwendung dieses Verfahrens, welches man
die zwischenatomare Korrelationskorrektur
(intra-atomic Correlation correction) 2%, wurde am
HF-Molekiil durchgefiihrt, wobei 6 Konfigurationen
beriicksichtigt waren 27. Es ergab sich fiir den Grund-
zustand eine Bindungsenergie von —5.84 eV bei
einem Dipolmoment des Molekiils von 2,33 Debye.
Die wirklichen Werte sind — 6,08 eV und 1,91 De-
bye. Die Form (36) mit zwei Konfigurationen lie-
ferte —8,33eV und 3,01 Debye, wihrend sich in
der iiblichen Konfigurationenrechnung 1,96 ¢V und
0.93 Debye ergab.

nennt

2. Einfache Fassung der vereinigten Methoden

Es soll jetzt dazu ubergegangen werden, die bei-
den Methoden nach Morrirr! und BinceL? zu ver-
einigen. Zuerst (in diesem Kapitel) fiir den Fall
zweiatomiger Molekiile 3 und im folgenden Kapitel 3
im allgemeinsten Fall fiir mehratomige Systeme bei
beliebiger Anordnung der Atome.

Unter der Voraussetzung, dall nur Werte aus der
Atomspektroskopie zur Bestimmung der Matrixele-
mente [$];; benutzt werden sollen, darf in der Ver-
einigung der beiden Methoden eine maximale Be-
riicksichtigung der Elektronenkorrelationen gesehen
werden. Im Falle des zweiatomigen Molekiils miis-
sen die Energiekurven (ohne KernabstoBung) fiir
die einzelnen Zustinde des Molekiils fur R— ~
und R—0 in die exakten Grenzwerte tibergehen,
die sich dadurch ergeben haben, dafl mit den rich-
tigen Molekiilfunktionen fiir die beiden Grenzfille
gerechnet wird (spektroskopische Daten), und nur
die Wechselwirkungen (V. V'~) mit Nidherungen be-
stimmt werden. In Abb. 1 ist ein typischer Energie-
kurvenverlauf gezeichnet worden, wobei die Zu-
stainde, mit dem tiefsten beginnend, durchnumeriert
sind. Nach Addition von Z,Z,/R liegen dann die

Energiekurven der Gesamtmolekiilenergie vor. die

32 H. Preuss, Z. Naturforschg. 12a. 599 [1957].
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entweder ein Minimum zeigen konnen, und auf einen
stabilen Zustand des Molekiils hinweisen. oder, von
R = ~ kommend, monoton ansteigen, so daf} sich
dann die beiden Atome fiir alle Abstinde abstofen.
Bekanntlich wird im stabilen Fall die minimalste
Energie, welche fur R =R, (Bindungsabstand) er-
reicht wird, vermindert um £ fir R = ~ , als Bin-
dungsenergie bezeichnet, aus der sich durch Bertick-
sichtigung der Nullpunktsenergie die Dissoziations-
energie bestimmen laf3t.

Wir haben in Abb. 1 die beiden Grenzenergien
entsprechend (22) und (50) mit #,% und W,™ be-
zeichnet, und man muf} von einer vereinigten Theo-
rie erwarten, dal} sie die beiden Forderungen (29)
und (54) fir $ beibehilt; also

-\:‘_)S»Is“c\. R 5
T mam (65)
H— B, . R—0.

bzw. auch 55—»533x 5 R— ~, _
= (65 a)
H— W, . R—0.

Das heilit aber, dafl die Gesamtmolekilfunktion ;
(Zustand j) im Sinne des Punkts 1. oben, fiir die
beiden Grenzfille ebenfalls in die beiden Funktionen

] _ Csi ps™ l G,
Q; =] bzw. N s=s(r,7)
l Z er (fro l C/‘j q 1'0 .
r
(66)

nach (20) und (49) ubergehen muf}, wobei ¢, ¢~
und ¢,% ¢,° fir zweiatomige Molekile a—Db die
strengen (gendherten) Funktionen fiir die getrenn-
ten Atome a . ..b und fiir das vereinigte Atom (ab)
darstellen und r die einzelnen Zustinde numeriert.

E=0.
o
M{’o /'E‘ %
E3
E
Sy
E
7 = . -
-E £

Abb. 1.

wie dies in Abb. 1 angedeutet war. Sollen daher in
(66) nur eine endliche Anzahl von Energietermen
(Abb. 1) berticksichtigt werden, etwa M, so ist
genauer

M o

:C,.j »,° bzw. _\_Csj @™

-

s

(67)
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zu schreiben, wobei wegen der evtl. Aufspaltung der
Terme des vereinigten Atoms (s. Abb.1) M= M
sein kann.

Betrachtet man vorerst den Grundzustand eines
zweiatomigen Molekiils, so ist in diesem Falle fiir

die Molekiilfunktion
oy =ay; " +ay ¢4~

(68)

zu setzen, worin ¢,° und ¢;~ die Bedeutung nach
(66) haben. Das Sékularproblem zur Bestimmung
von a,, a, und der Elektronenenergie E fihrt zu

(H11‘M11E) a + (H12—M125') a,=0,
(Hyy—My E) ay+ (Hys — My E) a3 =0
Hy—MyE Hy—ME
H?l_fwgli‘ Hgg—.Mi,g_,E

(69)

mit =0, (69 a)

und die Elemente H;; und M;, ergeben sich als die
Integrale

Hi = (9, He,", My = (9", ¢1°):
Hiy=Hy = (0", Hp1™), Mys= My =(9,°%, 91,
Hyy = (p,~*, H ¢;™), Mo = (1%, 91%).

Aus (69 a) ergeben sich dann zwei Losungen El(l),
El‘/“)", die mit ihrem typischen Verlauf neben den
Kurven von H;, und H,, in Abb. 2 gezeichnet sind,

und von denen nur der tiefste Energiewert E;
physikalisch von Interesse ist.

Abb. 2.

Dieser namlich geht fir R— 0 bzw. R— ~ in die
exakten Energien der vereinigten und getrennten
Atome uber und stellt eine Naherung fiir die strenge
Elektronenenergie E;(R) (Abb. 1) des Molekiils a~b
dar. E,® ergibt sich, wenn ¢, und ¢,~ normiert
vorausgesetzt werden (My; =My =1, Mo =M, = M)

(70)  analytisch zu
;1) _ Hy+Hyp—2MH, L Hy+Hp—2MH,\*>  HyHyp—Hy?
. 2(1—M?) ]/( 2(1—M2) ) 1M (71)
oder auch
Ew- 1 Hi bl — M He) — | (Bg—Ha) (1M + 20— MIB T2 | @le)

2(1—M2)

Bei der Berechnung der Elemente der Matrizen § und 2 nach (70) wird dann wieder in @hnlicher Weise
wie in (33) und (55) vorgegangen, wobei dartiber hinaus noch die Integrale

Molio= (1=, Vo 9,°) ,
[uoc]12 = (9010*7 Voc (plx) )

in [9]ys=H,, auftreten.

H12=

Fihren wir die Abkiirzung
p,(R) = ® Hy—E,0) _ ME,®)—Hy

1 < (73)
@, ME®—H, Hy—E®

mit £, nach (71 a) ein, so laBt sich (68) normiert
schreiben

P:"+py(R) ¢,
V142 p,(R) M+p(R)

p;1(R) verschwindet fiir R— 0 und wird unendlich,
wenn R gegen Unendlich geht.

;= =w.(a—-b). (74)

(0%, H @y®) =W, Ml‘.’ I ((;10*9 Ve (;130) =W Mlz + [ﬁw]m s
(@ Hp") =W "My + (9175, Vo@,®) =W "My5 + [Up]y2.

[{o]ie= (1™ Vo 9,%) ,

[l 1o = (92, Voo 1) (72)

(72 a)

lim p;(R) =0, lim p;(R) =~ . (75)
R—0 R—

Wie in (68) und (74) kann man auch fiir die an-
geregten Zustinde E; (i=2,3,...,M’) verfahren.
Man hat dann mit

g e ) W (76)

V1+2 pi(R) My5() +pi*(R)
zu rechnen, wobei M;,) nach (70) mit den Funk-
tionen @;° und ¢; gebildet wird. Entsprechend ist
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pi(R) aus E;'"V und den H;.'" berechnet, so daB auch
wieder die Beziehungen (75) fir p;(R) gelten.
Nachdem so die einzelnen Funktionen ; bestimmt
worden sind, wird schlieflich die Gesamtmolekiil-
funktion in der Form
a
.(.)j: : Cj,'U); (77)
i-1
angesetzt, die nun, wegen dem Verhalten der p;(R),
den Bedingungen (66) geniigt. Die mit (77) zu er-

[D]ie= (w;*, H wy) =

[Dolir+pi(R) [Dylin+ pi (R) [Dulir+pi(R) pr(R) [Duclik
{142 pi(R) M)+ pi#(R) ] [142 pr(R) My +pi2(R)] '
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haltende Sakulardeterminante

[H-ME|=0 (78)
erlaubt jetzt die approximative Bestimmung der Zu-
stinde E;, wenn in den Integralen mit V, und V'~
in [ 9] Naherungsfunktionen @; verwendet werden.
Wegen p;(R) gelten auch fir .\S und W die Bezie-
hungen (65). (65a) fiir die Grenziberginge. Im
einzelnen ist

(79)

[M]is= (0, ) — PRolistpi(R) [(Madik+pk (R) [Marl it + pi(R) pi (R) (Mol
" o H1+2pi(R) Myyi+ pi (R) ] [142 pr(R) My,(F) +pr? (R) ]}

mit den Elementen [W¢, ], [Di~]i. [Dolir und
[« nach (25), (31), (51) und (52), sowie den
[yl und [Hy]i wie folgend dargestellt,
[Oula= (", Hpi™), [Oxlir= (=%, Her?)
und ' (80)
[Madin = (@, 91™), [Madire = (@5, @£°).

Die weitere Behandlung von (80) fihrt dann auf
Integrale, die dhnlich denen von (72), (72a) ge-
baut sind.

Fir R— 0 bzw. — ~ gelten wieder die Bezie-
hungen (26), (29), (54), wihrend die Matrizen
(80) fiir R— ~ verschwinden. Zusammen mit dem
Verhalten von p;(R) ist mit (77), (78) und (79)
erreicht, dal} die beiden Grenzfille, die getrennten
Atome und das vereinigte Atom, fiir den Fall N =2,
mit Hilfe einer Gleichung beschrieben werden, und
alle Rechnungen relativer Elektronenenergien, wo-
bei in (79) und (80) wieder Naherungsfunktionen
Verwendung finden, bezogen auf die beiden Grenz-
fille, durchgefiihrt werden, und U, sowie LW~ aus
den Atomspektren der Atome a.b und (ab) zu ent-
nehmen sind.

Beziiglich der Termaufspaltung (67) ist zu be-
merken, dafl im Falle M">M die Funktionen ¢
je nach Aufspaltungsgrad mehrfach in einigen o;
vorkommen, wenn der Zustand E; fir R— ~ auf-
spaltet.

Bisherige Rechnungen des Grundzustandes fiir Hy”
und H, nach (74) ergaben. wenn fiir H," die Néhe-

rungsfunktionen

) 0 __ —2 e
71 = e

" o 1 R
7T ’ 1 :] 21(1+s)(e e ”)’

(81)
(c =Stelle des vereinigten Atoms He")
§= / gVt Mgy
mit
W, = —-05at.E. und W,"= —2,0at. E. (81a)

verwendet wurden ?2, als Werte fiir die Bindungs-
energie —1,95eV bei einem Kernabstand von
2,3 at. E. und fir H, als Naherungsfunktionen

@0 = ’;'3"”"("" +rd) 51,70, (82)
(c = Stelle des vereinigten Atoms He)
~ o e (raEm) o= (ra2 )
L S B
und
W, ~= -1,0at.E., W,°= —-2903at.E. (82a)

die Werte — 4,73 eV 33 beim Kernabstand von 1,46
at. E. Die wirklichen Werte betragen —2,78 eV
(2,0 at. E.) und —4.,74 eV (1,40 at. E.). Die Uber-
einstimmung beim H,-Molekiil ist sehr befriedigend,
wihrend diese beim H,"-Ion weniger gut ist. Dies ist
darauf zuriickzufithren, dal} gerade im H,"-Molekiil
die Voraussetzungen fiir eine erfolgreiche Anwen-
dung der Methode nach (81) am wenigsten erfiillt

3 In der Arbeit ** wurde als Einheit der Energie (atomare
Einheiten) —27.08 eV verwendet, wihrend hier der bes-
sere Werte —27.206 ¢V bei der Umrechnung benutzt
wurde.
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sind, da sich die wirkliche Ladungsverteilung des
Elektrons nur schwach wasserstoffahnlich um die

beiden Zentren verhlt und tatsiachlich auch ¢;~ im
allgemeinen Variationsverfahren ein schlechter An-
satz ist 3,

3. Die Verallgemeinerung fiir mehr als zwei
Zentren (Verfahren der Atomassoziationen)

Von einer Formulierung des Verfahrens fiir eine
beliebige Anzahl von Atomen muf} mindestens er-
wartet werden, dall ihre Darstellung einmal fir
R;.— ~ in die Morrirrsche Form! iibergeht, zum
andern mulf} sich fir R;, — 0 die Methode des ver-
einigten Atoms (BinceL?) ergeben.

Zu diesem Zweck seien einige neue Definitionen
und Betrachtungen vorangestellt: Liegen N Atome
vor, die jeweils n; (4=1,2,...,N) Elektronen
haben, so lassen sich eine Reihe von hypothetischen
und vereinigten Atomen in der Weise bilden, dal}
an Stelle des N-atomigen Molekiils hypothetische
Systeme mit gleichen n und mit einer kleineren An-
zahl von Atomen treten, die wir, wenn die Atome
unendlich weit entfernt sind, als Grenzzustinde des
wirklichen Molekiils auffassen konnen, und die auch
zur Beschreibung der wirklichen Molekiilzustande
herangezogen werden sollen. Solche Grenzzustiande

@ (a|cbd) — 4 l (—1)Pu P, qg.(1,.... n)g.(ng+1,..., g ne) @iallms et Lyvs oy n .,

n

n=n,+n,+n.+n,.
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werden, entsprechend ihrer Struktur., als Atom-
assoziationen bezeichnet.

Der Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, dal}
wir in den Grenzzustinden nur freie Atome vor-
liegen haben, wie dies schon in den oben angefiihr-
ten Methoden nach Morrirr und Bingen der Fall
war, wobei zwei der zahlreichen Assoziationen, das
vollstindig vereinigte Atom und die getrennten wirk-
lichen Atome darstellen.

Die jeweils vereinigten Atome liegen, entsprechend
(47), in den Ladungsschwerpunkten der Atome, aus
denen sie sich zusammensetzen.

Liegen beispielsweise vier Atome a, b, ¢ und d
vor, so lassen sich 15 Assoziationen bilden, die wir
wie folgt beschreiben wollen,

(alblc'd); (abed); (blacd); (clabd); (djabe) ;
(abed); (adbe); (achd); (albled) ; (c/dlab) ;(83)
alclhd); (adbe); (bidiac); (c/blad) ; (abed),

wobei u. a. (alc/bd) bedeutet, dal} diese Assoziation
aus zwei Atomen a, ¢ und dem vereinigten Atom
(bd) besteht. Die dazugehorigen Funktionen dieser
Grenzzustiande sind dann

@ (ablc/d), D (abed) usw. (81)
die ausfiihrlich so geschrieben werden (i Atom-
funktion des /-ten Atoms) :

(85)

A = Normierungskonstante .

Entsprechend die anderen Assoziationen. Allgemein ist

D(Luoly..)=A l_ (=1)Pu P, @ruatpr. ..,

m

n=n;+n+ns+n,... . (85 a)

Die Darstellungen entsprechen genau denen von (21) im Rahmen der Methode der getrennten Atome.
Speziell sind @ (a|blc/d) und @ (abed) die Funktionen zu den beiden Verfahren im Abschnitt 2,

D (abed) = ¢aeq(1...0)

D (a]bl(';d)

(86)

=A l_ (=1)PuP,p.(1...0n)pi(na+1..on +m)po(n, +n,+1...n,+ny,+n) ga(n,+n,+n.+1...n),

m

und man kann ebenfalls angeregte und Ionenzustinde beriicksichtigen, indem wir @ setzen, wobei s wie-

der, wie in (21),

Vorerst wollen wir wieder ¢, als strenge Lésung

des /-ten Atoms ansehen und allgemein @ (K)

3 B.N. Fixkesteiy u. G.E.Horowrrz, Z. Phys. 48,118 [1928].

von allen Zustinden (r) (Quantenzahlen) der Atome abhangt.

schreiben, wenn @ (K) die Eigenfunktion der A-ten
Assoziation darstellt. Ebenso iibernehmen wir (27)
und (48). indem wir uns H in die Form

H=H(K) +1V(K) (87)
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zerlegt denken und H(K) der Hamirton-Operator
zur K-ten Assoziation ist, Lassen wir dann alle R;.
zwischen nichtassoziierten Atomen gegen Unendlich
gehen, so verschwindet V (K).
K = (alcbd), so gilt

V(K)—>0 fur Rm.—>i‘< 5 Rﬂ.},d—%’\“, R(.J,(]—)\ (88)

Sei beispielsweise

mit H(K) :H:I+H(‘+thl (88 a)
und
Ho—e 3y N A N2 3 1
) =1 = Tai ileigflr”“
H=—43a- 3%, 5 5 1 ()
= l j=g T i= 1L T+ Tk
& i?i Tbd, i =1 kST Tk
nach (18). Ferner gilt nach (22)
H(K) P,(K) =E,(K) D,(K), (89)
wobei speziell fir (88) die Summe
E\(K) = W:l.!‘ + Wr.r o Wlnl.r , 8= S(re a, b.- C) (9())

auftritt.

Die Funktion p(R), die nach (75) immer zwi-
schen zwei Atome definiert ist, soll jetzt allgemein
fiir den Fall N> 2 zwischen je zwei Atomen /4 und
definiert werden und wir schreiben

P = P50 (Ry,) (91)

mit der Bedeutung von p;,l,, nach (73) und (76).

(i) (1 i ) (1
s (i) (R ) ‘”}’/i Eg )— H(}llz o H,l(lb/l — &y ‘ (9_))
A Al - N(] e ; ( ~(] ( . <)
HY) — B MY ED — HY)

Nach diesen Vorbereitungen besteht nun der néchste
Schritt darin, die Atomassoziationen @ (K) der
N Atome, mit insgesamt n Elektronen, so zu einer
Gesamtmolekiilfunktion 2;(n, N) zusammenzubauen.
dal} diese

1. fiir R;,— 0 oder R;, — =© in die Darstellungen
der beiden Verfahren im Abschnitt 2 iibergeht und

2. wenn eines der Atome (z. B. ;) des Molekiils
weit entfernt wird, fiir

R/‘.ou_’ =

lim Q;(n. !
R0 e

(94)

die Darstellung fiir 2;" in der Form so erhalten bleibt,
dal} dann nur die Assoziationen fiir N —1 Atome (ohne
2o) in Qi (n.N—=1) (n"=n—n;y) auftreten, und ¢,

H. PREUSS

als Faktor vor ©;"(n’, N —1) erscheint. (Von der noch an-
zuwendenden Antisymmetrisierung von ¢; Q;(n’, N —1)
sehen wir ab.) Also

lim Q;(n, N) =¢j;y(1.

1(20/‘—>;o

-omi) Li(n',N-1).  (95)

3. Schliellich muf} verlangt werden, daBl auch fir
ein bestimmtes R;;,,,— 0 alle Assoziationen, bei denen
die Atome 4, und g, getrennt sind, verschwinden.

Diese drei Forderungen erfiilllt der Ansatz

Q;(n,N) = 2. Cjom(n,N) (96 a)
mit
(’)[(Il, (Z (I) (L)Sl ; (K | L )‘/z\‘ﬂ(l)(l) ( )
\KL
i=i(l); =i, (96 b)
wobei Siv(K|L) = (9*(K), (L)), (97)
g = [ [ Pin (R3) (98)

A n

und im Produkt in (98) nur die pﬁiimiteinandermulti-
pliziert werden, deren Abstinde R;,. in der Assozia-
tion K zu getrennten Atomen gehoéren. Auf i=i(l),
i’ =7 (l) kommen wir spiter noch zuriick.

Fiir K = (alc/bd) nach (83) ergibt sich beispiels-
weise
]]K = Pac Pab Pad Peb Ped (99)
oder =1 fir — (abed) (100 a)
a,b,c,d
und Ty — H pue fiir K= (a]blc/d). (100b)
A

Die Bestimmung der Cj; in (96 a) fithrt wieder auf
ein Sidkularproblem

|Hy—S;E|=0, X Cy(H;—S;E)=0 (101)
¥

mit Hij= (0, Hw;).

Sij: ((I),'*, (')j). (102)
Ehe wir auf die Berechnung der Integrale (102)
soll Q(n,N) fir N=3 (a,b.c) niher
diskutiert werden, wobei wir uns vorerst auf den
Grundzustand (/= 1) beschrianken wollen. In diesem

Falle konnen 5 Assoziationen geschrieben werden,

eingehen,

(abe); (able):
K= (1) (2)

und es ergibt sich

(aclb) :
(3)

(bc!a) :
(4)

(a'b!(')
(5)

(103)
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My (n” 3) === A' 4 {(I) (abc) o Pac Pbe ([) (ab[c) E Pab Peh (l)(ac{b) T Pha Pea (p (bC{a) + Pab Pbe Pac (I)(alb[c) } (10‘1')
mit 4% = {1+ 2 puc poe S(1]2) +2 pai, Pen S(1]3) + 2 Pra Pea S(1]4) + 2 pany Poe Pac S(1]5) + ple pre

+2 Pt Pac P2 S(2]3) +2 peb Pat Pae S (2] 4) + 2 pay Pie 92 S(2]5) + Pl Pt

(104 a)

+2pen Pea P:IIS(?’ 1 4) +2 pye P;_:h pzbs(‘% [ 3) + pfb pza + 2 pie P;lb P:::CS(4' ’ 5) + Pio p:_:h P?b} .

Wie leicht zu sehen ist, wird die Forderung 1) wegen
(75) durch (104) erfillt. LaBt man das Atom c
nach Unendlich gehen,

, (105)

R..'—"\l, Rrh_)\
ca

so ergibt sich die Form (74) mit ¢, als Faktor.
denn man erhalt
@ (ab|c) +pap P(alble)

- (,)luh,c
3
]/1 +2 pab S(2/5) 4+ pap?

(1006)

lim oy (n,3) =

und in den vorkommenden Assoziationen

@D (ab]c) =A Z (— I)P'" P, Pe Pan »
m

. (107)
(l)(aib’c) B A’Z (— 1)[”” P Te b Fa

m
(4, A" Normierungskonstanten)
tritt in den Produkten ¢, auf, wobei noch, wegen
der Antisymmetriesierungsforderung, die Permuta-
tionen P, angewendet werden miissen [vgl. (95)].
Ebenso erhalt man auch fir R,.— ~, R, — ~
oder R,,— ~, R,,— ~ die fir (106) entspre-
chenden Funktionen ;" oder @ “*". Um den

lim o =

und es ist R, = Ry = R}, ., der Abstand zwischen b
und dem vereinigten Atom (ca), welches im Schwer-
punkt von ¢ und a liegt.

Nach (91) und (92) ist piu(Ri.) nur fir zwei im
Molekiil wirklich vorkommende Atome Z und u
definiert, also nur zwischen Atomen, die sich fir
R;.— ~ ergeben. Verlangen wir von (111), dal}
es in die Form nach (74) ubergeht, so ist damit
eine Bestimmung von pj, ., (R} ) gewonnen, denn
allgemein fur

PSL,Z (R/ /ur) p(ilrz (RZ, /m‘) s 1)9)/117 (Rl, _lm)
geht (111) in
(I)(a'l)' -+ Pbar (Rh.:i') b (a’ \’ b)
]//1 +2 phar(Ry, a) S(a’c:ia’” | b) +pha? (Ry, o)

(112)

(113)

b (abe) +pan (Ry. ca) Poe (Rb. ca) (ﬁ (ac ] b)
Vl +2 pav (Rb. m) Phe (Rb, ca) S(l 1 3) + P;lh2 (Rb, ca) Pbcg(Rly, ca)

Zusammenhang von ;"¢ mit o, =, (a—b) nach
(74)

" =g, om;(a—Db) (108)

klarer zu zeigen, muf} beachtet werden, dal} nach
(85 a)
S(2]5) = S(abjc; ajble) (109)
=AA Z (— ]-)P"" f P, Pab Pe Pa P e dTy dry, dr,
m
gilt, und wegen der vorausgesetzten Normierbarkeit

von ¢, Uber alle n.(dr.) integriert werden kann.
Daraus folgt

S(ablc; alblc) = S(ab; a|b) . (110)

Es lassen sich daher die Uberlappungsintegrale
S(K|L) in (96b) im allgemeinen auf Integrale
zuriickfiihren, die die Uberlappung von Assoziatio-
nen mit einer geringeren Anzahl von Atomen be-
rechnen. Fir die Darstellung (96) gilt (95) auch
fir eine hohere Anzahl von Atomen, wenn eines
entfernt wird.

Andererseits ergibt sich aus (104), wenn a und ¢
zusammenfallen (R,.— 0),

(111)

iiber, wenn a’ an Stelle des vereinigten Atoms (ac)
steht. Damit ist auch die letzte Forderung 3) erfullt.

Vereinigt man von NV Atomen schrittweise je zwei
Atome, so bleibt unter Beachtung von (112) die
Form (96b) von o, erhalten. Dies gilt auch dann,
wenn sogleich drei oder mehr Atome vereinigt wer-
den, da dieser Vorgang als eine mehrfache Anwen-
dung von (112) aufgefalit werden kann, z. B.

Py (R/'., /mr) Pi,on ( R}., /l(ﬂ’) pi., o (R/'., /un') (1 1‘1‘)
= Piyv (R/'., /lm') p/'.,/m (I{/‘., ,urrv) = Pi, pov (]{)., /lnv) .
Nach der Definition von @ nach (96 b) bleiben nur

die Assoziationen tibrig, welche das vereinigte Atom
oy enthalten. Die Verhiltnisse bleiben auch be-
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stehen. wenn mehrmals zugleich zwei oder mehr
Atome assoziiert werden. Die einzelnen Schritte las-
sen sich dann wieder durch (112) und (114) auf-
bauen.

Bemerkenswert ist auch der Ubergang, in welchem
von den N Atomen eine Reihe von mehreren Ato-
men, die untereinander zusammenbleiben, entfernt
werden.

lim W (n,~ ‘1‘) = Al{(l)(l) + Ped (1)(2) + Pab (])(3) =+ Pah Ped ([)(4‘)}
A2 = {1+ p2y + Pea + Povo Pea +2[S(1]2) +S(3[4)] pav Pea + 2 Par Pea S(1]3)

mit

H. PREUSS

Als Beispiel seien vier Atome a, b, ¢ und d an-
genommen, deren Assoziationen in (83) aufgeschrie-
ben wurden, und es sollen a, b, und ¢, d so entfernt
werden, dafl die Abstande R,;, und R.; endlich blei-
ben. Also der Ubergang

R:u:'—> o R:ul_;> Oy le_) s Rlnl_> e »

(115)
Aus (96 b) folgt dann fir v, (n.4)

(116)

+2p('d pibs(l [4') +2puls(2|3) +2[)l|lS(2‘4‘) } .

wenn die vier ubrigbleibenden Assoziationen fiir
K=1, 2, 3 und 4 mit
(abled) fiir K=1, (abjed) fir K=3,

(ablc|d) fir K=2, (alblcld) fiir K =4 @ala)

bezeichnet werden.
Beachtet man in (116) die Beziehungen (85 a)
und (110) fiir @ (K) und S(K|L), so liBt sich, wie

es sein muf}, (116) in der Form eines Produktes
lim o, (n,4) =m;(a—b) my(c—d) (118}

schreiben, in welchem die ®;(a—b) und m,(c—d)

Funktionen nach (74) und (108) sind.
“)1(3“ b) _ (P(ab) + Pab {p(a|b) ,

]/1 +2 pab S(abj a ] b) + pan?
D (cd) +pea P(c|d)

. (119)
V142 pea S(ed; ¢|d) +pea®

m;(c—d) =
Damit ist ein Vorgang beschrieben, der, wenn die
Systeme a — b und ¢ — d stabil sind, in der Trennung
des Systems a, b, ¢, d in zwei Molekiile (ab) und
(cd) besteht, ebenso wie in (106) die Trennung
des Atoms ¢ vom System a, b, ¢ vorliegt.

Der Ubergang (115) bis (119) gilt allgemein,
wenn Teilsysteme von o (n, Nj untereinander ent-
fernt werden. Etwa

lim oy (n,N) =m;(a—b) w;(c—d) o,(e —1)...

(120)
oder allgemeiner
lim o, (n,N) =w,(n..N,)

-oy(n—ns, N—N,) . (121)

wenn NV, Atome, mit zusammen n, Elektronen, von
insgesamt N Atomen abgetrennt werden.

Zu den ])51,2 (Ri.) muB} noch bemerkt werden, daf}
fur das prinzipielle Verhalten von (96) eigentlich

nur die Forderungen (75) an alle p(ﬁ gestellt zu
werden brauchen.

Nimmt man in (98) fir p(;j?(R;.,,) beliebige Funk-
tionen von fi.(R;.) an, so ist die Annahme, dal}
diese Funktionen durch (92) definiert werden, auch
insofern berechtigt, wenn man die sinnvolle Forde-
rung (95) an o; stellt. Lt man also alle Atome
bis auf zwei (4, 1) nach Unendlich gehen, so muf}
von £ erwartet werden, dall es in (77) iibergeht.
Damit sind die Grenzwerte fir f(R) vorgegeben,
indem dann [i.(Ri.) = piu(Ri.) sein mul.

Noch allgemeiner kann 775 von (98) als belie-
bige Funktion F(R;,) aller R;, angenommen werden.
In diesem Falle werden durch Forderungen an €2,
z. B. die Beziehungen (100), (113), (120) oder
(121), gewisse Grenzverhalten von 11y vorgeschrie-
ben, wobei u. a. fiir den Ubergang, daB} alle Atome
bis auf zwei (4, tty) tbrig bleiben,

mn, )
Ik Prope (B2, 1)

(122)
gelten muf}, und K und L die Assoziationen sind.
in welchen alle Atome entfernt (K). oder nur 2,
und ¢, vereinigt sind (L).

(96) ist daher eine Losung, die die wesentlichsten
Forderungen, wie oben besprochen, befriedigt und
auch die Bedingung (122), durch welche die p;.(R;.)
nach (92) bestimmt werden.

Der Produktansatz fiir 11(,? nach (96) kann daher
auch so interpretiert werden, als wire angenommen
worden, dal} pi.(Ri.)., welches an der ungestorten
Wechselwirkung der Atome 4 und u bestimmt wird,
durch Anniherung der anderen Atome nicht verén-
dert wird. Wie die chemische Erfahrung zeigt, ist
das im allgemeinen eine berechtigte Annahme, da
sich die Gesamtenergien von Molekiilen in guter
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Niherung als Summe von Energien zwischen zwei
Atomen (Additivitat der Bindungsenergien) ergibt.
Auch die AbstoBungskrifte konnen im wesentlichen
als additiv beziiglich der Krifte zwischen zwei
Atomen angenommen werden.

Im Hinblick auf die angeregten Zustinde o, ({>1)
in (96) und der damit auftretenden 7/ und p(,llf (Ria)
muf} festgestellt werden, dall es grundsatzlich schon

ausreicht, fur alle pﬁ’,f

Pin(Ra) = piy (Ry) (123)
zu setzen. Nun ist es bei der Anregung eines Mole-
kils im allgemeinen moglich, Atome zu bestimmen,
zu denen die angeregten Elektronen in Naherung
zugehorig betrachtet werden konnen. Dies konnen
in der Regel ein Atom (angeregte Elektronenpaare.,
Chromophore), oder hochstens zwei sein (Anregung
von Bindungselektronen). Damit werden nach (85a)
die Beriicksichtigung von Gesamtatomfunktionen ¢ )
angeregter Atomzustinde erforderlich. Die damit
aufgebauten Atomassoziationen wurden in (96) mit
©;(K) bezeichnet.

Hat man sich fiir die Annahme einiger angeregter
Zustinde (Zy) mit p) (Ri.) ()~ 1,2, ...) entschlos-
sen, so konnten einmal nach (123) die pi.(R) ge-
setzt werden. Eine bessere Niherung ist es aller-
dings, wie oben schon erwihnt, wenn alle p;.(R).
die eines oder zwei Atome der %, enthalten, durch
p(,-.';)“ (R) ersetzt werden, und fiir alle {ibrigen weiter-
hin (123) gilt. In diesem Sinne ist i =i(l) in (96)
bis (98) zu verstehen.

Wiirde entsprechend (96 b)

o= A _,]\/;C,\v(?” D,(K) mit i—i(l) (124)
z

gesetzt, und die Cx'" aus einem Siikularproblem be-
stimmt werden, so ist nur der tiefste Eigenwert eine
Niherung fiir den Zustand &; des Molekiils, der
wegen den Voraussetzungen beziiglich @ (ablc/d...)
und @ (abed...) fir Riy— ~ und Ri,— 0 in die
exakten Energien der getrennten Atome und des voll-
stindig vereinten Atoms libergeht. Die hoheren Eigen-
werte sind dagegen, weil diese nicht fur R;,— ~
oder — 0 in die exakten Energiewerte der angereg-
ten Grenzzustinde iibergehen, schlechte Niherungen.
Nur die Berticksichtigung aller Atomassoziationen
(einschl. der angeregten Zustinde) nach (124), wel-
che zu sinnlos hohen Sikularproblemen fiihrt.

[i=1.2,...

Gy d Y O D

}(125)

wiirde zum Ergebnis haben. dal} einige der Eigen-
werte das gewiinschte Verhalten fir R;,— 0 und
R;.— ~ haben (Grundzustand und angeregte Zu-
stinde), wihrend die ibrigen physikalisch ohne In-
teresse sind (vgl. Abb. 2).

Von einer Erweiterung der Verfahren des zweiten
Abschnittes ist aber unbedingt zu verlangen. dal.
wie in (65), die Matrix § fiir R;,— 0 und R;, — ~
in die Diagonalmatrizen 2, und W~ iibergeht, was
wir jetzt so beschreiben wollen,

lim © = W(K,) mit K,= (ablcld ...).

-
l‘/,,u >0

lim =W (L)
>()

(126)
mit L,= (abed...).
Ry
wobei die Integrale H(KI|L), aus denen sich [$];;
zusammensetzt, wegen (85 a), (87), (89) und (97),
sich zu

(P*(K),H®;(L)) =H;j(K|L) (127)
~E;(L) S;j(K|L) + (P*(K). V(L) ¢;(L))

ergeben, und 7, j die angeregten Zustdnde unterschei-
den. Dann ist.

E,(K) (128)

[ E(K) 0
B (K) ( )

0 Ep(K)

wenn F Zustande des Molekiils berticksichtigt werden.

Dies ist aber nur so zu erreichen, wenn in (125)
eine Ordnung der @;(K) so vorgenommen wird.,
dal} diese zu Gruppen zusammengefalit werden, die
physikalisch einem angeregten Molekiilzustand zu-
geordnet werden konnen, und dal} diese Gruppen,
als Linearkombination der entsprechenden Assozia-
tionen, zu einem C; gehoren. Damit sind die ,,iiber-
flissigen® Sédkularproblems
(125) beseitigt, und es ist im einzelnen zu verlan-
gen, dal} die Assoziationsgruppen, in der Form
(124) angesetzt, den oben diskutierten Bedingungen
geniigen. Unter anderem wird (126) erfillt, ndmlich
dann, wenn jede Gruppe in der Form

By(Ko) + 1Py (Ly)

Eigenwerte des aus

(129)

(/)[ = -
V1+2m{8(Ky/L,) + T2

angesetzt wird und von // (2 verlangt wird, daf}

lim 779 =« , lim 7119 =0 (130)

Ry, Ry 0

in (75) steht. Die

gilt, wie dies dhnlich fur NV =2

Darstellung
-.?j: ZCJ'/")/ (131)
]
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mit «; nach (129) wird aber noch eine grobe Nahe-

rung sein, denn man muf} fiir N >2 auch erwarten,

daf} allgemein neben (126) auch die Bedingungen
lim = W(K) (132)

R';.l‘%:uc

erfiillt sind, wenn alle R';,— ~ gehen, die in der
Assoziation K zwischen getrennten Atomen auftreten
konnen (der Strich in R weist auf diese Einschran-
kung hin). (129) muf} daher erweitert werden und
fihrt zu einer der moglichen Darstellungen, wie sie
fir @, und £2; in (96) bis (98) angegeben sind.
Damit ist eine Vereinigung der beiden Verfahren
nach Morrrrt und Bincer durchgefihrt, die dartiber
hinaus, neben den erfillten Bedingungen (132).
auch im Ansatz (96) beliebige Trennungen und Ver-
einigungen der Atome im Molekiil richtig beschreibt.

4. Zur praktischen Durchfiihrung der Methode

Die Elemente von £ ergeben sich mit (96) und
(102) zu

l'sb]/!ll = (")/* H (')m) (133)
= (B;B)™t Y PP H(KIL).,
KL
wobei

Bt= Y OP1{ S (K|L),
K, L

BF— > mPMS; (K|L)
KL
und H;;(K|L) in (127) erklirt ist. Es ist auch wie-
der i =i(l), i’ =i'(l) und j=j(m), sowie j = (m)
angenommen worden [vgl. (96) und (123)].
Ferner ist

[\l)(‘]lm o ((')I*- (')m) ( 1';‘1)
= (B;B)~t > NP MY S(K|L)
KL

mit [W];=1. Der erste Schritt wird im allgemei-
nen die Bestimmung der pi.(R;.) sein, aus denen
sich dann alle /7, zusammensetzen. Beschrianken wir
uns vorerst auf den Grundzustand, so waren maxi-
mal (}) piu zu bestimmen. Das sind beispielsweise
fir N =4 oder 10, sechs oder 45 pi,-Funktionen. In
Wirklichkeit sind diese Zahlen allerdings wesentlich
kleiner. Als Beispiel fiir ¥ =4 und 10 betrachten
wir das Formaldehyd H,CO (I) und die a-Amino-
sdaure CH,(NH,)COOH (II). In jedem Falle sind

eine Anzahl der p;, gleich. So setzt sich (I) aus den
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Atomen H, C und O zusammen, so dal} die Bestim-
mung von pco, pcis Po.ns Pun erforderlich wire.
Fiir (II) mit den Atomen H, C, O, N sind dagegen
nur neun pj, verschieden, namlich pc o, pey, po,
PILI s PNH s PCN - Poos Pec und pxo, wihrend PN~
nicht erforderlich ist. Die Aminosédure ist ein Bei-
spiel mit vielen verschiedenen Atomen. Das Aceton
(CH,),CO (III), ebenfalls mit N =10 z. B., enthiilt
ebensoviel verschiedene Atomarten wie (I) und be-
sitzt dagegen nur finf p;.-Funktionen pco, pen,
Poms Puars pe.c . sie wiren, auller pcc alle schon
fir (I) zu bestimmen gewesen.

~ Es sollte daher so vorgegangen werden, dal} zu-
erst die wesentlichsten zweiatomigen Systeme berech-
net werden, aus denen sich u.a. die pi. ergeben,
mit denen dann hohere Molekiile der Behandlung
zugénglich werden.

Aus k verschiedenen Atomen lassen sich &/2 (k+ 1)
verschiedene p;. bilden, so dal} fir die am haufig-
sten vorkommenden Atome in Molekiilen, H, C, N
und O; 10 p;.-Funktionen erforderlich waren. Es
wird dann zweckmiflig sein, die berechneten pi.
durch einfache Funktionen zu approximieren, da die
I1%) nach (98), wie oben diskutiert, nur Néherungs-
werte darstellen. Allgemein ist zu sagen, dal} nur
beim Grundzustand die Berechnung der I7; mog-
lichst genau durchgefiihrt werden sollte, wiahrend bei
der Mitnahme von angeregten Zustdnden, gewisse
Ungenauigkeiten in den 1% durch die Variation
der Cj; in (96 a) korrigiert werden.

Die Berechnung der H(K|L) wird nach (127)
durchgefiihrt, wobei sich E(L) als Summe der Ener-
gien der getrennten Atome in der Assoziation L er-
gibt, und aus den Spektren entnommen wird. Maxi-
mal treten hier 2V —1 Atome auf, deren Elektronen-
energien sich in der genannten Weise, je nach Asso-
ziation, zu E (L) addieren.

Diese Zahl ist in Wirklichkeit meistens kleiner,
da einige der vereinigten Atome untereinander gleich
sein konnen. So errechnen sich fir (I) 15 Atome
(einschlieBlich der wirklichen), wahrend nur 10
auftreten: H, (HH) = He, C, (CH) =N,O, (OH) —F,
(OH) = Ne., (CO) =Si, (CHO) =P und (CHHO) = S.

Eine weitere Reduktion der notwendigen Atome
kann auch dadurch erreicht werden, dafl} einige
Atomassoziationen in ; weggelassen werden. Es
wird im allgemeinen schon eine gute Niherung sein,
nur die Assoziationen zu berticksichtigen, in denen
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sich bindende Atome vereinigen. So wiren im Mole-
kil

a—b<

: (135)
d

Wy = A{plnl Pac Pve Ped Pad ([) ( 1) = Pba Pbd Pea Ped Pad & (2) g
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statt 15, nur die Assoziationen
(ab[c}d):(l), (bdfa}c):(3), o
, o , (135a)
(bcja}d)-;(Z), (a bjcid) = (4)
zu verwenden und man erhalt
(135b)

+ Poa Pue P‘I;\ Pde Pac (b (3) + Pul» Pae Pad Phe Pha prtl ([) (4) } .

Dieser Ausdruck geht, wenn d entfernt wird (R, .
(110) beachtet werden, in die Form

lim @y = A" {p.. prc L (ab | ) + Pra Pea P (be @) + pay, pac pre P (a \ b \ ¢)} ¢

tiber, die nach dem selben Prinzip wie (135b) auf-
gebaut ist. Wie zu erwarten ergibt sich fir R,
R\ ,— ~ in (136) ein entsprechender Ausdruck, wie
die exakte Form (106) fir das System a —b, wobei
¢es ¢q als Faktoren (im Sinne der Antisymmetri-
sierung) auftreten.

Geht R, — 0 in (136), so erhalten wir den Moz-
rirschen Ausdruck (vollstindig getrennte Atome) fiir
die beiden Atome a und (bc), wihrend sich aus

( 135 })) fur R‘,“, = O

my~P(bd|alc) (137)
ergibt. Diese verkiirzte Methcde. die ebenfalls noch
ein richtiges Verhalten zeigt, obwohl einige Grenz-
zustande fehlen, fithrt in (I) nur zum Auftreten
von H, C, (CH) =N,0, (CO) = 5Si.

Die Rechnungen werden im einzelnen entscheiden.
wann eine solche Vereinfachung vorgenommen wer-
den kann; gegebenenfalls sollte noch das vollstindig
vereinte Atom beriicksichtigt werden.

Es ist aber zu bedenken, daf} die Ladungsvertei-
lung des vollstindig vereinigten Atoms die Gesamt-
dichte des Molekils am wenigsten gut wiedergibt
und wie die Rechnungen bisher gezeigt haben, die
Assoziation der vollstindig getrennten Atome das
meiste Gewicht hat, da sich in guter Naherung dos
Molekiil aus seinen Atomen zusammensetzt.

Die Berechnung der H(K | L) nach (127) erfolgt
in bekannter Weise wie in (31) und (35) unter
Verwendung der Niherungsfunktionen @ (K)

H(KIL)y=E(L) S(KIL) - V(K'L) (138)
mit

V(K|L)= (D*(K). V(L) ¢(L)). (138a)
wobei im ersten Glied rechts wie in (89) vorgegan-

gen, und dann die Naherungsfunktion (])(L) ein-

R(“, .

Ry.—~), und die Beziehungen (85a) und

(136)

gesetzt wurde. Mit (138) ergeben sich damit
[H]1in und [D¢];, nach (133) und (134). Die Ma-
trix ¢ enthilt in der Diagonale immer 1 und geht
fiir alle Uberginge nach Unendlich, wie
Rix— 0 in die Einheitsmatrix iiber. Es

[vel. (126), (132)]

auch fir
gilt also

lim M~ lim H=W(K) (139)
- g
(K=1.2....)
und
lim $ - W(L,), lim V=2, (139a)
Ry, >0 B0
wenn Ly= (a|b|c|d...]...). ’i’(K) ist nach (85 a)
allgemein

DKY=AD (=1)Pn P @i PuPrPo. ..,

m

(140)

n=n,+n.+n+ns...,

K:(/'.flu[r}a o).
und fir die gendherten Atomfunktionen f;;, (;,‘...
usw. konnten einmal nach (10) und Punkt z) des
Abschnitts 1, Hartree-Fock-Funktionen in der De-
terminantendarstellung verwendet werden. Fiir die
praktische Rechnung wird es allerdings bequemer
sein. in

qi—det{D(i)} (1=1,2,...,n;) (141)

analytische Einelektronenfunktionen zu verwenden,
die entweder, mit Parameter versehen, durch eine
Energievariation bestimmt werden, oder Statee-
Funktionen nach (15) sind. Auch Linearkombinatio-
nen von ¢;(z) nach (14), die die @ (i) bilden, las-
sen sich verwenden, wenn die Entwicklungskoeffi-
zienten entweder ebenfalls durch Variation berech-
net werden, oder bei Benutzung von Exponential-
oder Guavss-Funktionen (15a) fir ¢;(i), diese so
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bestimmt werden konnen, daf} die @,(/) den nume-
rischen Hartree-Fock-Funktionen méglichst gut an-
geglichen sind.

Ein Ansatz des Verfahrens der Konfigurationen-
wechselwirkung (11 a) diirfte dagegen kaum erfor-
derlich sein; einmal wegen dem groflen Rechenauf-
wand, zum anderen ist ja die Methode der ,,Atome
in Molekiilen* so abgestimmt, daf} sie den Einflul}

gewisser Vernachldssigungen in ¢/~,: und somit in
@ (k) abschwicht, indem in H(K|L) (138) die

spektroskopischen Werte E(K) verwendet werden
(vgl. Anfang von Abschnitt 2).

Es ist vielmehr zu erwarten, dal} fiir ¢; schon ein
reiner Produktansatz, wie er im Harrree-Verfahren
tiblich ist, und sogar fiir eine Reihe von Atomrech-
nungen schon gute Nédherungen fiir die Gesamtdich-
ten liefert, hier ausreichen sollte.

n;
741,2p..nn::j[£7/(ﬁ. (142)
Die 7;* sind wiederum Einelektronenfunktionen, die
entweder SLaTeErR-Funktionen sein konnen, oder durch
Energievariation bestimmt werden. Im Beispiel des
H,-Molekils (82) wurde fiir das vereinigte Atom
(He) schon ein solcher Ansatz nach (142) verwen-
det, die Bindungsenergie dnderte sich nur um wenige

Prozent, wenn auch in den getrennten Atomen
(H.H) an Stelle von (82) die Form
’;1\ = },exp[—- (ra1+ri2) ] (143)

benutzt wurde. Verzichtet man somit auf eine Anti-

symmetrisierung der Funktionen ¢;, wie dies bei-
spielsweise, neben dem Harrree-Verfahren, auch in
der verkiirzten Methode der Molekiilzustinde (vgl.
Ende Abschnitt 1) der Fall ist, so ist es folgerichtig

dies auch in (i)(K) zu tun und man erhilt fiir @ (K)
nach (140)

D(K)=q¢i(1,2,.... n;_)’;u(n;.+1,....n;_+71,,)
-r;,v(n;_ + n;l SO B I R T (144)
mit f/~;, nach (142). also
n; g
ﬁ(K):;llzﬁU):quzw(n,... (144 a)
1= t=n;

Mit dieser Form von ’7)(1\) ergeben sich g(K|L)

35 H. J. Korixeck, Z. Naturforschg. 7a. 22 u. 314 [1952].
36 Hybridisierung.
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und l'\'(K‘L;)' in (138) als Produkte von Uberlap-
pungs- a), Ubergangs- ) und Zweielektroneninte-
grale ;).

g " g1 1 "
D G H (8L w).
7) (zﬂzﬂ e zfzf). (145)

von denen y) maximal um vier Zentren definiert sein
kann, wihrend /) hochstens dreizentrig auftritt.
Hier schlielen sich dann die Fragen nach dem ver-
wendeten y-Funktionstyp, und nach den damit auf-
tretenden Integrationsproblemen an?® ¢, auf die wir
in diesem Rahmen nicht eingehen wollen.

Wir hatten uns bisher auf den Grundzustand be-
schrinkt. Beziiglich angeregter Zustdnde tritt prinzi-
piell nichts Neues auf; es sei daher auf die Bemer-
kungen anschlieflend an Formel (123) (Abschn. 4)
verwiesen. Wie viele angeregte Zustidnde sich behan-
deln lassen, wird u.a. auch wesentlich davon ab-
héngen, wie weit es moglich ist, aus der Vielzahl der
@, (K) diejenigen herauszufinden, die zu o;([>1)
gehoren,

Abschlielend sei noch auf die Frage der Va-
lenzzustdnde eingegangen. Diese brauchen in
(139a), wenn die Diagonalelemente von W (K,),
K,=(alblc/d|...), aus den Atomwerten zu ent-
nehmen sind, nicht berticksichtigt werden.

Eine Berechtigung zu solchem Vorgehen kann
z. B. aus einer Berechnung des N,-Molekiils gezogen
werden®”, die mit der Valenz-bond-Methode [y) in
Abschn. 1] durchgefithrt worden war. In diesem
Falle lief die berechnete Energiekurve fir R— o~
nicht, wie die experimentelle, in den Grundzustand
(*S) zweier Stickstoffatome ( — 4,12 at.E.), sondern
in einen Zustand, der aus der Summe der getrenn-
ten Valenzzustinde bestand. Da unsere Energiekur-
ven aber fir R— ~ in die gemessenen Werte der
getrennten Atome laufen sollen, mul} obige An-
nahme gemacht werden.

Ganz abgesehen davon, scheint der Niherungs-
standpunkt der gemischten Zustinde?® fir Einzel-
atome eine recht zweifelhafte Naherung zu sein
(vgl. 37:38%) die sich in den N,-Rechnungen darin
zeigte, dal} die Energie des Valenzzustandes fir
R—~ einmal 1eV oder das Doppelte betrug. je
nachdem, ob das Stickstoffmolekil als 6 oder 10
Elektronenproblem behandelt wurde.

3 W. Herreer, Helv. Chim. Acta 38, 5 [1955].
7 Vel. K. Artvaxy, Z. Phys. 149, 299 [1957].
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5. Erweiterungen der Methode

Wir wollen noch auf weitere Moglichkeiten hin-
weisen, Molekiilprobleme zu behandeln. die sich aus
dem bisher Gesagten ergeben.

Fir drei Zentren (a.b.c¢) hatten wir in (106)
den Grenziibergang R.,.R. .—~ (105)
genommen und die Funktion ;"¢ erhalten. die
das System a — b, bei entferntem c. beschrieb. wobei
die Atomfunktion ¢. multiplikativ zu o (a—Db)
nach (14) auftrat.

Lag urspriinglich ein System a —b — ¢ vor. so be-
schreibt also ;""" ¢ den Zustand

vor-

A=Diess ses « (146 a)
Andererseits konnen wir das Atom a entfernen und
erhalten

Ason s b« (146 b)
mit @, =" Ist nun das System (a,b,c). im

Gegensatz zu den Molekiilen a—b und b — c. nicht
stabil, so sind die Darstellungen (146) stabile
Grenzzustinde einer Reaktion (Substitution), die
man allgemein durch

(147)

c+baZch+a

beschreibt, und fur deren Durchfithrung (z. B. von
links nach rechts) eine gewisse Energie notwendig
ist, die man als Aktivierungsenergie bezeichnet. (Ge-
nauer mifiten die Nullpunktenergien von (146 a)
und (146 b) als Korrekturen herangezogen werden.)

Mit der Formel (147) werden hauptséchlich drei
Moglichkeiten beschrieben®’. die man als nukleo-
phile a), elektrophile ) und radikalische ;) Sub-
stitutionsmechanismen bezeichnet und etwa durch die
folgenden Reaktionsverldufe wiedergegeben werden.

1) c¢+ba — (cb)T +a .
p) c+ba — (cb)” +a",
) c¢*+ba— (ch)*+a,

c¢*+ba— (cb) +a".

(148)

In allen Fallen darf man annehmen, dal} sich ein
mehr oder minder lockeres Zwischenprodukt bildet,
was dann zerfallt.

F: I T R (146 ¢)

Dieser Vorgang lafit sich im Rahmen der Methode
der Atomassoziationen mit dem Ansatz

_(_):CI (,);11'. ¢y C'2 “)Iun:l (149)

% Vgl. dazu z. B. B. Eisterr, Chemismus und Konstitution,
Enke-Verlag, Stuttgart 1948, S. 287.
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beschreiben, wobei fir R.,, R.,—~ , C,— 0, und
fur R,,, R,c. —~, C;— 0 geht. Die C; und C, wer-
den durch Energievariation bestimmt und der ener-
getische Verlauf des Vorgangs (148) laft sich wie-
der aus

Hy—E

- (150)
Hy—My E

bestimmen, wenn
[:111 = (< H ) [:121 = ("3, H o),
flm — (e H ey, M .
sz = (mhe-a*

= (UHIL u*. "))n‘. .l) ,

A H (,)Ing;l). ‘ 91 = ‘,,)lun;.*

,,):ll», ¢)

(150 a)

ist. In dieser Form der Naherung sind die Funktio-

“ noch durch

nen @™ ¢ und "

e 5 P(ab) +pa P(alb)
‘ I 142 pai, S(abs a|b) +pa?
(151)
(;» (f’(])c) + Phe (1;(1) | e)

v ~
l 142 pne S(be; b ) +pine?

dargestellt. Es sind also Naherungsfunktionen
(daher H), wobei wegen (138) der Grenziibergang
R, . R,..R,.— ~ exakt wiedergegeben wird, wih-
rend fiir (146a) und (146b) die Energien der
freien Atome ¢ bzw. a streng vorliegen und die
Energien der Systeme a —b bzw. b —c¢ mit der Ge-
nauigkeit des Verfahrens (151) bestimmt sind.

Die einzelnen Fille von (148) zeigen sich in den
eingesetzten Energien E(L) nach (138). Damit ist
eine Beschreibung des Substitutionsvorganges er-
reicht.

Man kann aber im Verfahren der ,,Atome in Mole-
kiilen® noch einen Schritt weitergehen und ebenso,
wie @ (K) in den Rechnungen solange wie moglich
als exakte Losung angenommen wurde, dies mit
" bzw. m " tun. In diesem Falle zerlegen wir.
analog zu (87), den Hamirron-Operator von a—b—¢
in

H=H(a—b.c)+V(a—b.c) (152 a)
bzw. H=H(b—-c,a) +V(b—c.a)., (152b)
wobei " und """ die Gleichungen
H(a—b.c) o™ = (E(a—b) +W.) o™

— E(a—Db,c) m "¢, (153 a)
Hb —c,a) m" "= (E(b—c) +W,) o
—E(b—c,a) om0 (153b)
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exakt befriedigen und E(a—b) bzw. E(b—c¢) die
Energien der Molekiile a —b bzw. b — ¢, als Funktio-
nen von R, bzw. R, sind, die aus den Messungen
entnommen werden. W bzw. W, sind die Energien
der Atome ¢ bzw. a [vgl. (90)].

Der weitere Rechenweg lduft dann ebenso wie
oben. Es werden dann zur Berechnung der Integrale
mit /' nach (152) Naherungsfunktionen (151) von
0" und ;" verwendet, wobei jetzt erreicht ist,
dal auch fir die Grenzzustande (146) die genauen
Energien E(a—b,c¢) und E(b—c,a) vorliegen,
denn es gilt

Hy,—E(a—b,c), V(a—b,¢c)—0

fﬁr R(‘:l —> 00, Rq'h -0y

H,,—~E((b—-ca), Vib—-c,a)—0 (154)

fuir R, —~, R,,—~,
wihrend fiir beide Falle Y){ — € geht.

Die Situation ist dann dhnlich der von (68), (69).
und aus Gl. (71) laBt sich die Elektronenenergie-
kurve des Systems a, b, ¢ bestimmen, aus der dann
wiederum, nach Addition der KernabstoBungen, die

Aktivierungsenergie herausgelesen werden kann. E
aus (150) ist im allgemeinen, ebenso wie C; und
C,,von R,,, R,. und R, abhingig.

Diese Erweiterung des im Abschnitt 4 besproche-
nen Verfahrens, konnte man in Variation der Mor-
rirtschen Bezeichnungsweise, die Methode der ,,Mole-
kile im Molekiil“ nennen, besonders dann, wenn
man sich nicht auf (146) beschrankt, sondern an-
nimmt, dal} in (148), die a, b, ¢ Systeme bezeich-
nen, die wiederum aus Atomen bestehen (Molekiile),
deren Energien man entsprechend (153) aus den
Messungen entnimmt. Im allgemeinen wird dies
allerdings nur fiir Teilsysteme mit zwei Atomen mit
Erfolg méglich sein.

Die Reaktion

ab +cd Zac+bd (155)

liefle sich dann nach (118) durch
Q=C,ow(a-b)w(c—d) +Csm(a—c)w(b-d)
(156)
beschreiben, aber auch die Substitution von mehre-
ren Atomen konnte wiederum &dhnlich mit Hilfe von
(121) dargestellt werden.
Tritt kein Zerfall des Zwischenproduktes (146 c¢)

auf, so liegt eine Additionsreaktion vor. In diesem

Falle ist z. B. (149) durch
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Q=C,m"+C, Q(a,b,c) (157)

zu ersetzen, wobei 2(a,b,c) nach (104) definiert
ist. Mit (153 a) 140t sich dann wieder eine Verbes-
serung gegentiber der Beschreibung (106) erzielen.

Mit diesen Hinweisen auf die Anwendungsmog-
lichkeiten der Methode auf reaktionskinetische Fra-
gen soll diese abgeschlossen werden.

Abschlieflend ist noch eine Erweiterung des Ver-
fahrens des vollstandig vereinten Atoms (BingeL)?
bemerkenswert, die einen wesentlichen Nachteil die-
ser Methode vermeidet, ohne auf den Vorteil, dal}
alle Elektronenkorrelationen des vereinigten Atoms
durch Einsetzen der empirischen Werte beriicksich-
tigt sind, zu verzichten.

Der Nachteil besteht darin (vgl. Abschn. 2), dal}
die Molekiilfunktion {2 um ein Zentrum z, den Ort
des vereinigten Atoms, nach dessen Gesamteigen-
funktionen ¢, (x) entwickelt wird,

-(—)j: chr (/‘,-(I), (49)

wobei Hyy () =W ¢, (x), (50)
B : o el F B

H=Hy+Vy, Vo= 3|7 = > %), (48)
i=1\"" =1 "4

und dali dadurch weiter wegliegende Dichtevertei-
lungen, erst durch Beriicksichtigung vieler Zustéinde
in (49) einigermallen erfalt werden. Ein Vorteil
der Einzentrumentwicklung ist auch besonders darin
zu sehen, dafl nur maximal Zweizentrenintegrale
auftreten; da aber nach (50) keine Zweielektronen-
integrale in B, nach (51) zu erwarten sind, kann
auf den Vorteil der Einzentrumentwicklung insofern
verzichtet werden, weil dann nur hochstens drei-
zentrige Integrale vom Typ

|
<'/ F (IU ro (/ S (1'/,))

auftreten, wenn die Beschreibung um den Ort x auf-
gehoben wird und zugelassen  werden

(Z=1.2....). Mit
Q= Cppe(m) (1=1,2,3,...) (159)

(158)

auch

ist erreicht, daB der grundlegende Vorteil des Ver-
fahrens erhalten bleibt (Berticksichtigung der gesam-
ten Elektronenkorrelation), die Dichteverteilung aber
nicht mehr mit Funktionen von einem Punkt aus an-
genihert zu werden brauchen; allerdings treten zu-
zliglich Integrale nach (158) auf, die aber gegeniiber
Zweielektronenintegralen einfacher zu behandeln
sind.
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In der Entwicklung von (159) ist darauf zu
achten, daf} fiir alle Zustande r mindestens eine
Funktion ¢,(x) um 2z (Ladungsschwerpunkt) auf-
tritt, damit die Konvergenz der $-Matrix fir
R;.— 0, wie in (54), gewahrt bleibt, wenn Nahe-

rungsfunktionen !;,.(r) verwendet werden und sonst
wie uiblich vorgegangen wird.

Handelt es sich darum, nur den Grundzustand zu
berechnen, so kann man mit Funktionen ¢ () aus-
kommen, die an verschiedenen Stellen 2; definiert
sind.

Q= :C}.l pr(xz). (160)
A
Diese Darstellung fir €, ist vollstindig und mit
steigender Zahl der 2; kann der Zustand 2, beliebig
genau angendhert werden. Schlie3lich kann auch

0, = / @y (x) C(x) da (1ol)

mit einer geeigneten Funktion C () geschrieben wer-
den.
Zum Sakularproblem von (160) sei noch bemerkt,
dal} im einzelnen gilt
HQ, - S Ci{ W, g (x:) + V(i) ¢ (1)},
’ (162 a)
wenn H=H,(x;) +V,(xi),
(162 b)
Hy(z:) ¢y (i) =W, g (az)

nach (48) und (50). Daraus folgen die Elemente

von § zu
Hiw=[9)ia= (pF(x1), Hop(x0)) =W Siv + Vi
(162 ¢)
mit Siv = (" (x1), e (x0)) .

Vie=(@:" (@), Vo () 0y (20)) .

Die Sakulardeterminante ergibt sich deswegen in der
Form
det{H;, — S;. E} = det{V .-

Si EY =0  (163)

mit &€=FE—W,. Auch bei Verwendung von Nahe-
rungsfunktionen (;l(x;.), die zu V;. und S;,. fiihren,
ergibt sich der tiefste Eigenwert von (163). wegen
Vo(x)— 0 fir R;,— 0. zu Null. Sind die x; giin-
stig gewihlt, so darf auch erwartet werden. dal} die
weiteren Eigenwerte zu Naherungen fiir die angereg-
ten Zustande fithren, wenn man nicht fiir diese die
Rechnungen mit

Q;= iCj}_'/‘j(.lf)_) (2=1,2,...) (164)

durchfithrt, die wieder, besonders wenn die z; bei-
behalten werden. einen dhnlichen Rechengang wie in
(163) ergeben.

Ebenso kann man in (161) verfahren. Hat man
durch ein Variationsverfahren mit einer Naherung
¢1(x) ein geeignetes C;(x) gefunden, etwa in der
Form

Ci(x) = D aifi(x)

L

(165)

mit glinstig gewéhlten Funktionen f;(x), so werden

dann, wenn [ahnlich wie in (162b)],
Hy(x) ¢y (2) =W qy(x)
H=H,(x) +Vy(x)

(166 a)
(166 b)

und

gesetzt wird, nur in den Integralen mit V(x) die

Néherungsfunktionen fir ¢y () verwendet und man

erhélt (normiert)

Ei=(8,*, HQ) (167)
< [, o I % @) C* () V() rpN/I (2) C,(x) deda’ dr

! II ¥ () Ci* () ';1 () Cy () dx d2’” dr

Nach Durchfihrung der Integrationen tber die Ko-
ordinaten der Elektronen (dr) ergibt sich

SR [[C*(@) Vy(x|a) C(x) da da’
Li=Wy+ [[C*(@) M(x)2") C(x) dr da’ 165}
mit
Volz|2') = / ¢ (@) V(@) ¢4 (2) dr,
Mz ') = / r/Tl*(x') I/VI(I) dr. (168 a)

M (2" | x) stellt das Uberlappungsintegral zweier voll-
standig vereinigter Atome im Abstand lr—z'] dar,
und konnte fiir alle weiteren Rechnungen mit Har-
TREE-Fock-Funktionen bestimmt werden. V,(x) er-
gibt sich wegen (48) zu

n - N
7 5y = B Z N\ Z
Vo(x) /1(m > > (169)

Tai

i i=1 M

und verschwindet wieder, wenn sich alle Atome des
Molekiils im Punkt x vereinigen.

Ein Vorteil dieses Verfahrens besteht auch darin,
dal} zur Bestimmung von C,(x) nach (165) weniger
hohe Sikulardeterminanten zu behandeln sind, als
nach der Darstellung (164), da durch geschickte
Wahl von f;(x) in (165) die Funktion ¢ () sehr ab-
gedndert werden kann, wihrend dies in (164) nur
durch eine grofle Anzahl von Cj; erreicht wird.

Mit diesen Hinweisen wollen wir vorerst die Dis-
kussion abschlieflen.



